加 空间 理论 是 一 个 上 共有 系统 性 成 果 和 广泛 历史 背景 的 学 科 分 


文 , 它 和 经 典 分 析 、` 经典 概 率 : 
于 在 值 空间 为 Banach 空间 的 框架 之 下 
调和 分 析 、 Banach 空间 几何 学 
来 国内 外 学 者 在 Banach 空间 值 蒜 的 空 
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论述 严谨 , 条理 清楚 ， 便于 读者 


机 结合 起 来 。 本 书 对 近年 


间 理 论 方面 所 取得 的 研究 
自 


P 概率 论 的 基本 知识 , B fü BRAY 


一 些 基本 结果 , B (Hp qup. Ss qu] D] lY Ar ft SE Ye. 轴 Hardy 
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书 可 供 高 等 院 校 数学 学 科 的 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 教师 及 


本 
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RIX — Bd E TK E AR HK J. Ville F 1939 年 
论 的 ,他 在 20 世纪 30 年 代 已 作 了 若干 初步 的 工作 . 
日 是 将 此 发 扬 光 大 的 要 归功 于 美国 的 概率 论 学 家 
也 于 1953 年 在 其 名 著 《 Stochastic Process 》 中 首次 系统 总 
TAR. Ma BE ET AE S 


结 了 Lévy Al fh A OK BR 
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性 也 日 益 突出 . 
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理论 及 应 
理论 基础 ， 使 款 论 成 了 随机 过 程 理论 的 一 个 
此 以 后 ,关于 蒜 论 的 研究 工 


ER KMH, HER 
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相互 结合 而 产生 的 为 一 个 
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不 过 随 相 


WA, 空间 理论 ,几乎 与 此 同时 ， 蒜 论 中 的 A, H 
特别 是 由 于 Burkholder, Gundy, Davis 等 著名 学 


JE yx p SL 4X SR E B — ^R Nr RS A S6 — — 8A ^ [a] Fi 


BIE Be Sz BAD ir 


在 这 一 发 


论 ” 正 


展 过 程 中 ,有 一 日 渐 显 
年 向 其 他 数学 分 支 渗 透 并 与 之 结合 形成 许多 新 的 分 文 ， 
这 里 所 谈 的 “抽空 间 理 


先 引 入 概率 
Lévy wi 


Shara x. A 
和 应 用 上 的 重 
著 的 重要 特点 


是 概率 论 与 分 析 学 两 者 的 结合 , 更 确 
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和 分 析 的 结合 .概率 


论 与 分 析 数 学 


三 要 分 支 则 是 由 开 .Ito 所 创立 的 随机 分 
E, 随机 分 析 可 以 说 是 现代 概率 论 中 最 为 活跃 的 一 个 分 支 
[分析 并 不 是 本 书 所 要 讨论 的 内 容 


20 世纪 70 年 代 ，Fefferman 和 Stein 系统 地 发 展 了 了 R” 上 


ie). 


与 均 方 函数 


E 论 也 应 运 而 生 . 
者 的 杰出 工作 ， 
Ei CHRON H, BR 


1976 4E, Burkholder 和 Gundy"! ig 9] T 3E 44 ff] Burkholder- 
Gundy 不 等 式 . Z- PERMA — pe oo 时 , BRITI BEA RR C 


有 等 价 的 工 , wR. Moi Ut 9] T Bk Hardy 空间 H? 
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和 H, HAE. BHR A. Davis" 将 这 一 结果 推广 到 p= 二 1 的 
情况 .1973 年 Garsia 和 Herz" 3| A T S& i] BMO 室 间 并 以 此 
Aij fk Hardy 空间 H? fy He HE. 1977 Æ, Bernard 与 Maison- 


neuve ”在 蒜 论 中 引入 了 原子 分 解 ， HW Hardy 空间 的 研究 提供 
Weisz f£ Y 3E Ez JR. 近 20 年 


J 有 力 工具 ， 这 2H 法 最 近 


来 ,这 个 领域 的 发 展 异常 迅速 , AA, 论 中 的 主要 成 果 , A, 
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I 专著 中 得 到 了 系统 的 总 结 . 


BMO HXI. A, 的 原子 分 解 、 许 多 算 子 之 间 的 @- 不 等 式 ， 草 
加 权 更 -不 等 式 以 及 A, MS, KE BEBE TAT e A 9 x I 
应 . 这 些 成 果 先 后 在 Garsia“ Durrett’! Long" f Weisz!” 


作为 概率 论 和 分 析 学 两 者 的 结合 而 形成 的 交 义 领域 ， 蒜 空间 
理论 既是 蒜 论 的 一 个 部 分 ， 同 时 也 是 H, 理论 的 一 个 侧面 ,作为 


后 者 , 在 一 定 意义 下 可 以 说 它 是 上 古 


H, 理论 的 某 种 概括 和 推广 ， 


但 这 一 点 仅仅 是 事情 的 一 个 方面 ， 
另 一 重要 因素 是 蒜 方 法 不 仅 为 许多 习 
日 还 促使 发 现 了 许多 新 的 内 容 ， 例如 


而 使 这 一 领域 得 以 迅速 发 展 的 
E X A Ye de Ui fp DE D UE BJ sif 
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得 到 了 Calderon-Zygmmd 奇异 积分 算 子 理论 中 著名 的 T(5) 定理 


的 简捷 证 明 . 如 ,Burkholder 


Banach 空间 
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究 
分 析 学 家 两 方面 的 关注 。 自 20 
究 不 仅 发 展 异 


常 迅速 ,而 LU FEY 


| 此 它 同时 受到 概率 论 学 家 和 


E Hy SAGE de Za | — 25 9p7 
UMD 空间 . 这 说 
中 有 着 重要 的 作用 


BRT ik HE oP OT E, ORE Hal] ab E 


70 年 代 以 来 , 这 一 领域 的 研 
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b 正 在 日 益 扩 大 ,并 由 此 产生 
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Y dy RO SUR. 


—. B 值 款 论 的 研究 概况 


前 面 所 谈 的 款 局 限于 标量 值 ( 实 数值 或 复数 值 ), 但 自 20 世 
纪 80 年 代 初 人 们 将 注意 力 逐 渐 集 中 了 


Banach 空间 值 款 的 研究 


b. 从 历史 上 看 ,虽然 早 在 1953 年 Kolmogorov 就 引进 了 Banach 
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zs fal) (A BL AB ae OY) RR TE YH PR. 1951 4E Fréchet 研究 了 Banach 2 
间 上 的 Gauss S Ai, 1953 年 Movier 和 Fortet 研究 了 Banach 4 
间 值 随机 序列 的 大 数 定律 , 但 是 这 一 领域 的 研究 受到 广泛 重视 并 
得 以 迅 狐 发展 则 是 近 20 多 年 来 的 事 ,， 下 面 是 儿 个 重要 事例 : 

(1) 1966 年 , Rieffel 定义 了 Banach 空间 的 一 个 几何 概 
可 种 性 ， 后 来 证 明了 Banach 空间 中 的 有 界 闭 凸 集 K 的 可 
性 与 K 的 Radon-Nikodym 性 质 是 等 价 的 . 证 明 这 一 重要 结论 
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(2) 1976 ^E, Edgar 38 H BROS TE WE B] f Banach ^r [aj rp m 4i 
Radon-Nikodym 性 质 与 Choquet 端点 的 可 表示 性 是 等 价 的 . 
(3) 1976 年 ，Hoffman-Jorgensen 与 Pisier 证 明了 Banach 4% 
间 的 p -型 与 在 其 中 取 值 的 独立 增 量 黑 满足 大 数 定律 相互 等 价 . 
(4) 1974 年 ，Pisier AJ HRA TA, 给 出 了 著名 的 Enfle 3E 
范 定理 的 概率 证 明 , 即 超 自 反 空间 具有 等 价 的 一 致 凸 范 数 这 一 
要 结论 . 
(5) HEA T URURI 4r Wr RI Banach 空间 几何 学 的 一 个 令 人 
目的 成 果 是 Burkholder 的 UMD 空间 ( 即 具 有 无 条 件 款 差 序列 
质 的 空间 ), 事实 证 明 这 类 空间 在 包括 奇异 积分 算 子 理论 在 内 
可 量 值 调和 分 析 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 调和 分 析 中 一 个 十 分 
要 的 问题 是 工 , 空间 上 Hilbert 变换 的 有 界 性 问题 . Hr e 0， 
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M. Riesz # WHT 41< p< co I. 极限 limH.f CD a.e. ff 
在 ， 记 其 极限 为 AS), KZN SAO 的 Hilbert 变换 ， 并 
M. RieszMiEW SSH 1 — p « eo Bf, FEC, > 0, 使 得 

Af | b < C; | f | p? V f € La 

值得 指出 的 是 有 反例 证 明 上 述 不 等 式 对 p = 1 不成立 . 


再 看 关于 款 变 换 的 情况 . OTR S, = 2 af: 及 其 变换 Sn 一 


— 3 — 


X edf: GE (ej) 是 一 个 Bernoulli 序列 ) Burkholder 首先 证 
i=1 


WIUI-p-o 时, FHC, > 0, 使 得 
l gl, C, I fl, 


以 上 是 关于 实 值 ( 或 复 值 ) 的 情况 . 向 量 值 情况 很 早 就 引起 人 


们 的 注意 ， 即 什么 样 的 Banach 空间 X 能 使 得 在 其 中 取 值 的 函数 


的 Hilbert 变换 或 款 变 换 满 足 相 应 的 不 等 式 ? Burk 


holder 系统 地 


研究 了 Banach 空间 值 默 的 上 述 变换 ， 并 称 使 得 在 其 中 取 值 的 鞭 


变换 成 立 上 述 不 等 式 的 Banach 空间 为 具有 好 蒜 变 换 ， 
Bourgain 证 明了 Banach 空间 X AY f Sh AR He PE Ie E H 


CN. 其 后 ， 


上 Hilbert 


变换 的 有 界 性 是 相互 等 价 的 . 更 令 人 惊讶 的 是 ,Burkholder 随后 
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Banach 空间 X RAW a H pM HAX BE im. 即 存在 


函数 E: XX XR, 使 得 


G) Elx, y) 一 cyZ)，V (xe XXX; 


Gi) V y € X, Eo y) 是 止 函 数 ; 


GD 4 || y | Y 时 , Ez, 0x | x- y |. A EO, 
这 样 就 证 明了 Banach 空间 X AY ef Bh AR He PE Ie H 


的 有 界 性 及 其 & 凸 性 三 者 是 相互 等 价 的 ,它们 


他 证 明了 


0)>0. 
ilbert 变换 


确定 的 是 同一 类 


Banach 空间 即 UMD ^x [E] (Banach Space in which all Martingale 


Differences are Unconditional). UMD 空间 的 研究 进 


fae AB d. FL) Hr A Banach 空间 几何 中 所 存在 


地 推动 了 这 些 领 域 的 研究 . 


dx it, Burkholder 和 G. Wang 等 又 应 


的 一 些 特 性 研究 了 Hilbert 空间 上 奇异 积分 算 子 、 经 


步 揭示 了 


的 内 在 联系 ， 极 大 


UMD 空间 


调和 分 析 


以 及 经 典 款 论 中 若干 不 等 式 的 最 优 系数 ,得 到 了 许多 十 分 精细 的 


结果 . 


(6) 1990 年 , 刘 培 德 首先 对 Banach 空间 值 款 引 入 了 p 29 Jj 


ATA p 条 件 均 方 算 子 ,并 以 此 为 工具 研究 了 
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系列 基本 的 B 值 


BAS SEGXUN BR ADHI. 揭示 了 OB fü BRAN SE A A BR TH) RH HL RN OR 
系 与 在 其 中 取 值 的 Banach 空间 的 一 致 凸 性 和 一 致 光滑 性 之 间 的 


密切 联系 . X E fE A A qe Bv CNW 5 Banach 空间 儿 何 学 》 中 均 
有 系统 的 阐述 . 

以 上 事实 表明 , 向量 值 款 的 研究 不 仅仅 是 实 值 蒜 的 一 种 自然 
推广 , 而 是 将 随机 变量 或 随机 过 程 的 概率 性 质 与 在 其 中 取 值 的 抽 


空间 的 结构 或 几何 性 质 有 机 结合 起 来 . 款 论 在 Banach 空间 几 


方面 的 成 功 应 用 ,显示 了 了 B 值 蒜 理 论 有 着 不 同 于 实 值 蒜 的 


价值 ， 


因而 成 为 人 们 关注 的 一 个 中 心 ， 


近年 来 , 这 一 领域 的 研究 出 现 了 一 个 新 的 趋势 ,这 就 是 蒜 论 
与 复 Banach 空间 几何 学 的 结合 . 复 空间 几何 性 质 的 研究 最 先 来 


于 向 量 值 解析 函数 有 关 性 质 的 研究 ， 当 人 们 发 现 这 些 性 质 对 
间 和 复 空间 确 有 不 同时 ,兴趣 迅速 增 大 . 近 十 儿 年 以 来 ， 
者 将 款 方 法 应 用 于 复 Banach 空间 几何 性 质 的 研究 并 取得 
成 果 . 


1. 解析 Radon-Nikodym 性 质 (ARNP) 的 款 刻 画 . 1982 年 ， 
Bukhvalov 5 Danilevich f Zt Y "E fs p sg X W Banach 空间 


下 解析 函数 的 边界 性 质 ， 此 定义 了 解析 Radon-Nikodym 性 质 . 
此 后 ，1985 Æ, Dowling”! 用 有 界 算 子 和 有 界 变 差 测度 的 可 表示 
性 刻画 了 ARNP. 1985 (E. Edgar?" 引入 了 复 空 间 值 解析 蒜 并 应 
1L, Jt ft Ur SUUS a. e. 收敛 性 刻画 了 ARNP. dm. 刘 培 德 、 


Saksman 和 Tyli iE X JS 359 fft Hr Radon-Nikodym 性 质 
(WARNP), 并 以 L 有 界 解 析 款 (或 Hardy Bog He WC SL F Pettis 
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m PE AY Bk Zl i. Davis) m 5 FC T S TA Banach 空间 
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s kA H,- shrub, 刘 培 德 和 Bekjan?" 3I A T. q A& IIN K 


数 ，: 
Be 


E 明 了 该 函数 的 各 种 形式 的 有 界 性 决定 复 空间 的 PL 一 


H. ùl 


性 .另外 , 刘 培 德 和 Bekjan 还 研究 了 一 shrub 的 各 种 类 型 的 空 


HAK H,-shrub 上 的 算 子 和 gg 条 件 均 方 函数 的 增长 速度 与 
q- PL —S VERAS XR. 魏 文 展 与 刘 培 德 " 研究 了 在 一 般 概率 空 
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代替 PL —S ^ fc, 1988 Ei AeA T 五 -一 致 凸 性 ， 
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Hardy WIRE RAMT H- BO dk. 刘 培 德 和 Bekjan 


了 解析 一 致 凸 性 ， 并 应 


m B- 不 等 式 对 之 进行 了 刻画 . 
3. 解析 UMDCAUMD) 空 间 . 在 日 值 鞠 论 中 一 个 令 人 电 


成 果 是 Burkholder 的 UMD 空间 , Bl FL T% f: B JF yy TE 


空间 ,将 其 中 的 蒜 分 别 换 成 解析 蒜 和 Hardy 蒜 则 得 到 AUMD 空 


] Hardy SRI] q 条件 均 方 函 数 的 有 界 


更 适用 于 对 于 向 量 值 解析 函数 的 研究 . Vp EUH 用 
定义 


性 和 


的 


间 和 HUMD 空间 . 许 全 华 首 先 证 明了 AUMD 空间 等 价 于 
HUMD 空间 ， 从 而 统称 为 AUMD 


空间 . Garling 指出 ,AUMD 


空间 具有 ARNP ,并 且 每 个 AUMD 空间 具有 等 价 的 范 数 使 之 为 g 
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空间 (2 < q< co). 刘 培 德 和 Bekjan M H BRS 


不 等 式 和 强 弱 大 数 定律 给 出 了 AUMD fi jig. Blower 则 应 


TH 


论 刻 画 了 AUMD 空间 . 


复 空 间 几 何 学 研究 至 今 方兴未艾 ， 有 关 这 一 领域 的 研究 


前 的 一 个 热点 . 


三 、 本 书 的 主要 内 容 


虽然 对 Banach 空间 值 蒜 的 研究 已 有 20 


Banach ^H] ffi SR AY Hardy 空间 理论 研究 则 至 多 是 近 10 年 来 
情 . 本 书 试 图 对 近年 来 国内 外 学 者 在 Banach 空间 值 蒜 的 空 


论 方面 所 取得 的 研 9 
者 的 研究 工作 . %4 


成 果 进 行 总 结 ， 


间 理 
i 其 中 有 相当 一 部 分 内 容 是 作 
B dE 4p AXE. 第 一 章 简要 介绍 一 些 Banach 


换 的 


已 是 


多 年 的 历史 , 但 对 


的 事 


空间 中 概率 论 的 基本 概念 ; 第 二 章 主要 介绍 也 值 鞭 的 一 些 基本 结 
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果 ; 第 三 章 初步 引入 BRR, 第 四 章 介绍 款 空 间 的 原子 分 解 最 后 , 借 此 机 会 对 我 的 两 位 授 业 恩师 : 武汉 大 学 的 刘 培 德 教 
理论 ; HARM BA RLM Hardy 空间 的 共 罗 理论 ; 第 七 章 介 绍 授 和 华中 科技 大 学 的 黄 志 远 教授 表示 最 诚 执 的 感谢 ! 感谢 两 位 导 
扶 平 前 算 子 的 一 类 推广 ; 第 八 章 是 蒜 空 间 的 内 插 理 论 ( 实 方法 ). 师 多 年 来 对 学 生 的 惠 教 、 指 导 、 关 心 和 培养 . 衷心 感谢 武汉 大 学 的 
顺便 介绍 一 些 国 内 出 版 的 该 领域 相关 著作 : DHE BERE CH, B 许 明 浩 教授 、 侯 友良 教授 、 杜 金 元 教授 ,中 国 科学 院 武汉 物理 与 数 
论 ) 主 要 介绍 了 实 值 蒜 的 Hardy 空间 理论 ， 是 我 国 此 领域 的 第 一 学 研究 所 的 欧阳 才 衡 研究 员 , 中 山大 学 的 任 佳 刚 教授 等 诸位 老师 
部 专著 , DARRE: 吴 智 泉 、 王 向 忱 著 《 巴 氏 空间 上 的 概率 论 》 所 曾 给 予 的 教诲 和 帮助 ! 感谢 我 的 同窗 学 友 西北 工业 大 学 的 丁 晓 
是 我 国 第 一 本 系统 介绍 Banach 空间 概率 论 的 专著 ; HH we O 庆 教 授 .中 国 科 学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 的 骆 顺 龙 研究 员 、 中 国 
与 Banach 空间 几何 学 》 系 统 介 绍 蒜 论 在 Banach 空间 几何 学 与 调 科学 院 武汉 物理 与 数学 研究 所 的 陈 泽 乾 研究 员 的 关心 和 帮助 . 
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F 的 完备 o 一 代数 , 其 中 A 人 B= (A-B) U B-A) KHASBN 
对 称 差 . 对 于 任意 的 BE W, AEF, g X PCAAD = P(A), WP 
了 上 的 概率 测度 , 称 了 是 上 的 完备 概率 测度 , (F, P) 是 完备 的 概 


第 一 童 B 值 随机 变量 及 其 基本 性 质 率 空间 . 所 以 , 若 无 特 别 说 明 , 今 后 本 书 中 所 出 现 的 概率 空间 CO, 
P) 均 为 完备 概率 空间 . 


一 、 向 量 值 可 测 函 数 的 定义 及 基本 性 质 


本 书 研究 的 领域 属于 Banach 空间 中 的 概率 论 的 一 个 分 支 ,所 
要 研究 的 主要 对 象 是 取 值 于 Banach 空间 的 一 种 特殊 随机 过 定义 1.1.1 KARAKK S: O> 入， 如 果 对 于 入 上 的 任 
f —— Wh. 因此 ,首先 必须 建立 无 穷 维 向 量 值 随 机 变量 的 概念 . 何 连续 线性 泛 函 oC X' ,数值 函数 pL f(0 ] F, 了 P) 上 的 可 
无 穷 维 向 量 值 随机 变量 的 概念 是 普 道 的 随机 变量 和 有 限 维 随 WAH, WEK jCw) 是 (2,7 , P) EKI TWN a H. 
机 向 量 概念 的 推广 或 者 说 一 般 化 . Banach 空间 或 一 般 抽 象 空间 中 


定义 1.1.2 KARERA f= dD) xls 为 Q 上 的 阶梯 函数 
的 概率 论 是 将 随机 变量 和 随机 过 程 视 为 适当 的 抽象 空间 中 的 随机 i=l 


向 量 和 向 量 值 随机 过 程 这 一 种 观点 而 发 展 起 来 的 ,突破 了 经 典 概 人 


率 论 的 研究 对 象 只 局 限于 取 实 (或 复 ) 数 值 的 随机 变量 这 一 限制 . Dj, UA = Q; 称 向 量 值 函数 f= Sant yO 上 的 可 数 
关于 抽象 空间 中 随机 变量 的 定义 ,有 各 种 不 同 的 形式 ,在 一 般 et ee eee 
情况 下 ,它们 还 确实 是 彼此 不 同 的 概念 .本 书 采 用 现今 比较 通用 的 M 
定义 , 它 是 普通 的 随机 变量 概念 的 一 种 自然 的 推广 . 按照 这 一 定 ANA; =OGFH), UA = 2. 
义 ,抽象 空间 中 的 随机 变量 就 是 定义 于 一 个 概率 空间 上 而 取 值 于 显然 , 阶梯 函数 (或 者 简单 函数 ) 是 可 数值 函数 (或 者 初等 函 
该 抽象 空间 的 某 种 可 测 函 数 . 因此 ,首先 需要 介绍 一 些 关 于 向 量 值 5D. 
可 测 函 数 的 知识 .另外 ,由 于 本 书 的 研究 范围 局 限于 实 Banach 空 定义 1.1.3 称 向 量 值 函数 f: 0 — Xy (Q.9, P) 上 的 强 
间 值 球 , 所 以 下 面 的 讨论 都 将 值 空间 选取 为 实 Banach 空间 ， 可 测 ( 或 者 简单 地 称 可 测 ) 函 数 ， 如 果 存 在 阶梯 函数 列 (f,) JLF 
处 处 强 收敛 于 f. gdAC y, PCA =0, V o € Q— A. 有 
$1.1 向 量 值 可 测 函 数 与 随机 变量 I faco — fCw) || ~0 (noo). 此 时 ， 记 为 lim f, = f, a.e. 或 
fa > f, ae. 
BF, P) 为 概率 空间 , 称 go 代数 多 是 完备 的 , 若 AEF， 定理 1.1.1 HEERA 了 可 测 的 充分 必要 条 件 是 存在 可 
P(A) = 0, 则 对 任意 的 BC A. MA Be 7. 根据 测度 论 知识 , 任何 c 数值 函数 列 几乎 处 处 收 和 敛 于 了 
一 代数 都 可 以 通过 完备 化 使 之 成 为 完备 的 go 一 代数 ,例如 以 W 表示 VEN) 只 需 证 明 充 分 性 . te (f) 是 可 数值 函数 列 ， 且 几乎 
T 中 的 零 概率 集 的 全 体 子 集 , 则 3 二 (AAB: ACF , BEY) 就 是 处 处 : | lim f, f. WEE A EF, P(A) =0, V wE Q— A, 


lim ll f C99 — flo || —0 


对 于 每 一 个 2 二 1, 不 妨 设 -— EXP Ht, EL EF, x € 
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X, k = 1,250", 由 于 U E; Q; 故 有 TW, 使 得 
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Td. (fi) 为 阶梯 函数 列 , PCH A fo |. WAL = limf, 


fats Borel — Cantelli 引 理 知 PCA) = 0, 对 于 任意 的 wE QQ 


=M U AD) ,存在 My>0， 当 
lim | fw) 一 Fo) || = 


即 简单 函数 列 Cf.) JL Ab Abc CT f£. 根据 定义 ， 知 三 可 测 . 


n 


n> M 时 ，oE (fy = f. W 
lim l Fao — foa || —0 


二 、 强 可 测 与 弱 可 测 的 关系 


定义 容易 得 到 下 面 的 基本 结果 . 


定理 1.1.2 pgs fü e X fÆ Q.F, P) 上 的 可 测 函 数 ， 则 
f seu gu. j| 三 | 是 实 值 可 测 函 数 . 
uEH] A fÆ RF, P) EM AWM, 于 是 ,存在 简单 函 


k 
数列 f, = Dilis n> 1, Mh 
i=1 


p 
得 


limfe = fya e 


n> oc 


k 


对 于 简单 函数 列 f, — D rila KERR pe X, H 
i=l 
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eU = D pai) Dy 
i=1 


$ 
n 

| fall = X all Le 
i=1 


均 为 实 值 简单 函数 ， 
PFD > GPA > fr ll > Fil, awe. 
对 此 , 是 弱 可 测 函 数 , || fl) 是 实 值 可 测 函 数 
KA, ROK, 弱 可 测 是 否 一 定 强 可 测 呢 ? 回答 是 否定 的 ， 
首先 考查 下 面 的 例子 . 
例 1.1.1 设 0Q=[0,1], (Q.F, P) Æ [0.1] 上 的 Lebesgue 
测度 空间 , Q 是 Q 中 的 非 可 测 集 , 200.1] 是 指标 为 [0,1] 中 元 素 
的 函数 ， 它 使 得 每 个 元 素 6— (EO 满足 》) E 二 co. 现 定义 函数 


t€ [0.1] 


f: Q—> L[0,1], flw) = (4), 0S 1H 1, wE N. 6H. 
tE Qt c Q,tFoW E(w) =0, 21 t€ QOEH t =o Ew) 
一 1. XT5-—^0xtx1.&Co0 OQ En wp B. 对 于 每 一 
个 peE (fo0,1]) ,由 Riesz 表 示 定 理 , 至 多 除去 一 点 , ASO] 
— 0. of) 可 测 ， 从 而 上 弱 可 测 ， 但 是 
eue ses wEQ 
fo = [3 1&1] -| eo 
它 是 非 可 测 集 Q 的 示 性 函数 ， 故 不 可 测 ， 由 定理 1.1.2 知 ,， /不 
可 测 . 
由 此 可 见 , 弱 可 测 并 不 一 定 强 可 测 . 实际 上 ， 对 于 可 测 和 弱 
] 测 的 关系 , 我们 将 看 到 值 域 的 可 分 性 是 关键 的 . 为 此 , 引入 下 
B HI BEES. 
定义 1.1.4 称 向 量 值 函数 f: Q 一 XX 为 可 分 值 的 ， 如果 
(Sw): w € 0) 是 XX 的 可 分 子 集 ; 称 了 是 几乎 可 分 值 的 , 如 果 存 
—4— 


= 


在 Q, C Q . MEF, Po) 一 0, HHL fl): o € A-D) BX 


的 可 分 子 集 . 


E f 是 儿 乎 可 分 值 的 , 则 ef 是 实 值 可 测 函 数 . 


分 值 的 ， 必 要 时 再 span{ fl): w € Q) 代替 X, X b 


引 理 1.1.3. Kf: O> X (Q.9. P) 上 的 弱 可 测 函 数 ， 


证 明 T (2.2. P) 是 完备 概率 空间 ,， 则 改变 实 值 函数 
SC) || 在 零 测 集 上 的 值 并 不 影响 其 可 测 性 ， 故 不 妨 设 是 可 


span( flw): w € N) 表示 由 集合 (Sw): w € Q) 张 成 的 闭 线 性 子 


空间 ,因此 ,不 失 一 般 性 ,不 妨 设 X AN 8 Eu Banach 空间 ， K 


此 ， 可 设 可 列 集 (m0 de X PAEH x, A 0, Wi Hahn— Banach 
定理 知 : 对 每 一 个 r He EX. lol — 1. 使 得 g) = 
| x; |. 由 稠密 性 ， 对 任何 固定 的 zxE X RÍERRE 0. MA jA 


f$ | x—x;l «e. 从 而 


[zl ex. || z; || = eto 
< SUP | qi (x; ) | « SUP | qi (x) [+e 


Le 的 任意 性 得 x] <sup | gC |. i 


Ie GO |« ell lel — lel, CVEz D 
故 
sup lo (x) |< | xli 
Bl 
| oll = sup | p2 | 
x € XWR, 对 于 上 述 的 fw) 
| SF || = sup | AFD |, (Vo € (D 
1 于 /是 弱 可 测 的 , 故 对 每 一 个 上 宇 1， Cf) 为 实 值 可 测 函 数 ， 


从 而 ,1 为 实 值 可 测 函 数 . 


列 陈 述 等 价 : 


定理 1.1.4(B. J. Pettis) 设 向 量 值 函数 f: O> X, WF 


G) 是 可 测 的 ; 


ol 


Gi) 三 是 弱 可 测 的 且 是 几乎 可 分 值 的 ， 
证 明 | CO GD; 由 定理 1.1.2 知 ,是 弱 可 测 的 ， 定 


理 1.1.1 知 ,存在 可 数值 函数 序列 C) 及 零 概 集 A ,使 得 


令 


limf, Cw) = fo), VwEQ—A 


X, = ( flw) : wE Q—A.n1,2,: } 


则 其 闭 包 X, 是 可 分 子 集 , 显然 


{ fl awt€ 0—A)C X, 


因此 ,是 几乎 可 分 值 的 ， 故 (让 成 立 . 


(Ci) 之 (iD: ARK /是 可 分 值 的 ， 从 而 可 取 x E X, k=l, 


2,… ,使 得 
(Fo): wE A} C Un Ez 1) 
^ 
jl 
Qu = o: || fw) 一 | nes 
Al /(.) 一 zs 是 弱 可 测 的 且 可 分 值 的 ,由 引 理 1.1.3 An Qu, 为 可 测 
R. 又 对 每 一 个 4 之 1, 有 0 一 U0, 令 
=1 
k—1 
A, = Qn, —U Q, , k = 1,.2,:- 
j= ow 
则 (A, kS 1) 两 两 互 不 相交 且 U A, = 0, 定义 Cf.) WF 
f. Co) = Que. W c A, k = 1,2,:- 
Wu] fy} 是 可 数值 函数 ， 其 定义 可 知 : 对 任意 wE Q. 有 
| f) 一 六 1 = If) | e 
故 limf,Ce) = flw). 由 定理 1.1.1 知 了 是 可 测 的 , 即 (i 的 结论 
成 立 . 
E 论 1.1.1 向 量 值 函数 f: iO — XX 为 可 测 的 充分 必要 条 件 
是 存在 可 数值 函数 列 (f) 和 一 个 零 概 率 集 A, 使 得 在 Q— A 上 


6 = 


{fi} 一 致 收敛 于 f. 

证 明 定理 1.1.1 知 充分 性 显然 成 立 , 往 证 必要 性 . 设 f 
fe WAS. 则 由 定理 1.1.4 知 是 儿 乎 可 分 值 的 , 于 是 存在 零 测 
SEA, 类 似 于 定理 1.1.4 的 证 明 , 构 造 出 可 数值 函数 列 (f,), 使 得 
对 一 切 wE€ QA-A, FA 


1 Po — fw) | « — 


B C) dE Q— A EBM f. 
HE Ve 1.1.2 E X d ouf 4 Banach ^B fal, qm] 
f: A> X. Wf np yl 5 55 n] 30 x5 55 f n. 
推论 1.1.3 设 向 量 值 函数 f: Q -> 入 是 可 测 的 ,ca 为 任意 实 
值 可 测 函 数 ， 则 a 是 可 测 函 数 . 
证 明 对 任意 有 界线 性 泛 函 pg € X^. 由 定理 1.1.4 知 OCP 
是 实 值 可 测 函 数 ， AT paf) = aof ) 为 实 值 可 测 函 数 ， 即 af 
是 弱 可 测 的 . 再 由 定理 1.1.4 知 是 儿 平 可 分 值 的 , KA € 了， 
P(A) = 0, wm E Q, n— 1.2, 满足 {f(w,);n 一 1,2,…) 稠 密 
于 《f/f(w);w€EQ 一 A), 记 (ri;k 二 1,2,…) 为 有 理 数 全 体 及 S= 
(rif Go s ij = 1,2,…}, 则 S 是 XX 的 可 分 子 集 , 且 满 足 
{alw) flw): We 0—A)C S 

其 中 SARS HG. 这 表明 af 是 几乎 可 分 值 的 , 进而 
1.1.4 知 gf 是 可 测 的 . [] 

定理 1.1.5. XE f: A> X. n 宇 1 是 可 测 函 数列 , f: 0 一 X. 
. fa JL hh HUCK f. BY JAE 7. P(A)==0, Vee X. Vo 
€ Q— A. 有 


[in 


值 ER ži 


Hi 


zl 
T 


limg(f,(w) ) = olf) ) 


则 了 是 可 测 的 . 
证 明 ”对 每 一 个 n 宇 1, 由 定理 1.1.2 知 g(f,) 是 实 值 可 测 
BRE. Mil of) ERA MW wae. Ae f 是 弱 可 测 函 数 ， 又 对 每 
n 宇 1, 因 f 是 可 测 函 数 , 由 定理 1.1.4 知 : 存在 
— 7 


lai} CX, A, € F, P(A,) = 0 
METE (zi) jo. dE (fw); o € Q— A) PRE. 令 


X, = span{xi} 


nj 


Mb Sh 35 WC SUE fe 


WW X, 是 闭 的 上 且 可 分 的 线性 子 空 间 , Xo 也 是 弱 闭 的 ， 


For a€db-00 AD) ex, 
n=1 


但 PCU Ay) = 0, 故 了 是 几乎 可 分 值 的 . 
是 可 测 的 . 


且 f, JU Ab Rec Sp f, 则 了 是 可 测 的 


T of. 由 上 述 定 理 知 /是 可 测 的 . 


(gar Ju 


因而 , 据 定理 1.1.4 知 了 


定理 1.1.6 HHHK% f: A> X up. 


数列 fo. 使 得 
G If, | <2 fl n> 
Gi) lim f, = f a ge 


ib 1.1.4 X fi: 0> XX,n 宇 1 是 可 测 函 数列 , f: Q—> X 


证 明 注意 到 f. 几乎 处 处 收 全 于 f dE f, 儿 乎 处 处 弱 收 敛 


则 存在 简单 函 


证 明 由 可 测 函 数 的 定义 知 : 存在 简单 函数 列 ge, 使 得 


(Vn 1) 


limg, = f. ae.. $ 
fg lel x 210 fil 
” (0. lg I 221 7 


Wu (f) A I A en C EL AL AR I CO S Gi 


三 、 算 子 值 可 测 函 数 


i). 


为 了 便于 以 后 讨论 算 子 值 随机 变量 和 随机 过 程 ， 


一 点 算 子 值 可 测 函 数 的 知识 . 设 X, 


在 简要 介 


Y HX Banach 空间 ， 


LOX,Y) 表示 定义 在 入 Lit RAF Y m 


有 界线 性 算 子 全 体 ， 则 


L(X,Y) 按 算 子 范 数 构成 Banach 空间 . 于 是 ,前 面 关 于 向 量 值 函 


= 8 — 


Rf:A>->XWWHKRARBBAFT : 0 一 L(X,Y) 是 算 子 值 
函数 的 特殊 情况 . 但 在 这 种 情况 下 , 下 列 概念 和 结论 的 表达 形式 
更 适合 于 应 用 . 
定义 1.1.5 #T:Q> L(X,Y) 是 算 子 值 函 数 . 

Gi) 如 果 存 在 简单 的 算 子 值 函数 序列 ,， 按 一 致 拓扑 几乎 处 处 
KF Tw). WE Tow) 在 Q 上 一 致 可 测 ; 
GD 如 果 对 任意 的 过 E X, HEAR Tor: Q > Y oh oy 
测 ， 则 称 Tw) TE Q E aM; 

GD 如 果 对 任意 的 XE X. o € Y" ,gpg(T(w)x) 为 实 值 可 测 
函数 ， 则 称 Tow) 在 Q E59 wp 9j. 
注 ” :容易 看 出 , To) 的 一 致 可 测 性 即 是 把 T(w) 视 为 通常 的 向 量 值 函 
BT: 0 LCOX, YO 的 强 可 测 性 . 

算 子 值 函 数 的 三 种 可 测 性 之 间 ， 有 下 述 的 重要 关系 . 

定理 1.1.7. 设 T: 0 — LCOX. YO 是 算 子 值 函 数 ， 则 

G) TCo) 强 可 测 的 充分 必要 条 件 是 T(w) 弱 可 测 ， 且 对 每 个 
x € X, 向 量 值 函 数 T(w)x: Q — Y 是 几乎 可 分 值 的 ; 

Gi) Tw) 一 致 可 测 的 充分 必要 条 件 是 T(w) 弱 可 测 
LC(X,Y) 中 是 儿 乎 可 分 值 的 . 

证 明 O 由 定理 1.1.4 直接 可 得 . 

Gi) 必要 性 . w Tw) — Sk np dU. Wl dE 7g pr tt f& E XC T: 
Q> LOX, Y) 是 强 可 测 的 ， 定理 1.1.4 知 Tlw) 在 Banach 4 
la] LC(X,Y) 中 是 几乎 可 分 值 的 . 又 由 定义 1.1.5 At TG» EO 
上 强 可 测 的 ， 从 而 再 由 定理 1.1.4 知 T(w) 是 弱 可 测 的 . 

充分 性 . AWE Toa | 可 测 . HF TG» 在 LC(X,Y) PIL 
平 可 分 值 ， 故 对 任意 的 Xx€ X. Tox f£ Y PILE n] 2r fü. PA Tf 
1G) up Ap T Co) 强 可 测 . 

W Tw): wE 0) 是 可 分 的 . 于 是 , 可 取 到 T; € LX, 
Y), i— 1,2,--, 使 得 {T;) dE Tw): o € Q) PRB. 对 每 个 1， 
取 {ay}. 满足 


在 


| zy | =1, 


1 
| Tix; || & I Te — F 


由 于 To) 强 可 测 , we | Toe | 为 实 值 可 测 函 数 . 


sup || TC 

ij 
反之 ， 对 任意 的 7,， 取 了 下 ， 
sup || Tw) x,y || > 

53 
之 
之 
= 
To; 的 任意 性 ， 即 得 

|| Tow) 


从 而 可 知 || Tw) || 可 测 . 


注意 到 对 确定 的 wE Q, 显然 有 


w) Lij | x | T) || 


| To) T; <>, 这样 


Tw) zx; || 
Tizg | — ll (Ti) — Td zxy || 


2 
Tl e 
J 


feas == 
J 


| = sup || Tw) zy | 


} TCo) 代替 前 再 


定理 1.1.4 中 的 fw). HERE] 


1.1.4 证 明 中 (0 之 (的 过 程 , 即 得 工 w) 是 一 致 可 测 的 . 


际 上 ,前 面 的 所 有 讨 
F, pw) 上 的 向 量 值 函 


地 ， 


得 


四 Banach 空间 值 随机 变量 


以 上 讨论 了 取 值 于 实 


Banach 空间 X 的 向 量 值 可 测 函 数 . 3x 


| 论 对 于 定义 于 一 般 的 有 限 完 备 测 
数 都 是 适合 的 . 这 里 , 仅 是 由 于 对 概率 论 的 兴 
BR. 将 之 局 限于 完备 概率 空间 (Q, y. P). 


度 空间 GQ, 


为 了 方便 起 见 , 以 后 总 称 定 义 在 完备 概率 空间 CQ, F, P) 上 
的 取 值 于 实 Banach 空间 和 的 可 测 函 数 为 入 值 随 机 变量 . 特别 


X (5) 为 实 值 随机 变 


10 — 


值 随机 变量 为 实 值 随机 变量 . 


量 序列 , 若 存 在 A € F, PCA) — 0, fii 


& Cw) 


Ew EW) Vo 


则 称 (E) 为 递增 的 (或 非 降 的 ). 


EFE A 


€ F, P(A) = 0, 使 得 


€ 0—A 


E(w) < &w) <e < Elo < e Voc 0—A 
则 称 (6) 为 严格 递增 的 . 
以 地 可 定义 递减 的 (或 非 升 的 ) 及 严格 递减 的 . 


反之 ,类 


设 {fies t 


€ AJ 为 任意 一 个 随机 变量 族 ， KS 


tE A) 表示 


{fis t€ AJ 产生 的 o 一 代数 . 


a 了 是 入 


多 是 可 测 的 , M fe. 


值 随机 变量 , 是 的 任意 一 个 子 o 一 代数 ,了 关于 


3 1.2 向 量 值 函数 的 积分 与 随机 


既然 问 量 值 随机 变量 就 是 定义 在 概率 空间 | 
间 的 可 测 向 量 值 


变量 的 数学 期 望 


值 函 数 的 积 


对 于 向 量 值 函 数 ， 如果 2 为 某 一 个 实数 区 间 
以 像 在 数学 分 析 中 所 做 的 那样 来 定义 向 量 值 函数 


但 是 这 在 应 用 . 


F 而 取 值 于 


E H ot fies 


i 


[a,b], A 然 


上 往往 受到 较 大 的 限制 . 于 是 , 根据 实 变 函 数论 
示 ， 讨 论 更 为 一 般 的 Lebesgue 积分 . 把 向 量 值 函 数 的 Riemann fH 


分 推广 到 更 为 一 般 的 Lebesgue 积分 , 可 以 有 强 和 弱 两 种 不 同 


主要 是 Boch 


m 


仍 同 前 节 


， 它 们 分 别 导 致 Bochner 积分 和 Pettis 积分 的 概念 . 本 书 中 


也 可 


的 Riemann 积分 ， 


的 局 


的 方 
到 


ner 积分 ， 因 此 , 着重 介 绍 Bochner 积分 . 不 过 处 于 


1 识 系统 性 的 考虑 ,首先 从 Pettis 积分 的 简单 介绍 开始 . 


- 样 ， 这 里 恒 设 (OQ. F, PO 为 完备 概率 空间 ，(X， 


。 || ) 是 实 Banach 空间 . 


一 、Pettis 积分 
定义 1.2.1 KAM eA wae fs 0 X. BK fw) 是 Pettis 
可 积 的 , MERI EC v. FE xz € X. 使 得 对 一 切 有 界线 性 


ZR pe X ,积分 | of dP d. H 


| ep f@rdP = glee) 
此 时 记 


(P) i ADaP = i 
E 


并 称 zz Æ fw) Æ E EK Pettis 积分 . 
注意 ， 当 fw) Æ Pettis 可 积 时 ,在 每 一 个 EE F E, Pettis 


积分 CP) | reooaP 是 只 
推论 . 
根据 定义 ,可 以 直接 得 到 关于 Pettis 积分 的 如 下 基本 性 质 : 
a) 4 X = RAN, Pettis 积分 即 是 通常 的 数值 函数 的 积分 ; 
(2) Pettis 可 积 的 向 量 值 函数 是 弱 可 测 的 ; 
G) 4 有 i(w)，fi(lw) WH Pettis 可 积 时 ， 线性 组 合 
afiCo) + Bfr(w) 也 是 Pettis TH, H V EF, 有 


(P) | [^ (wo) + Bf; Gi) JAP 


的 ,这 是 Hahn-— Banach 定理 的 直接 


= a| (P) E (wdP} + p| CP) | f codP] 


(4) WR fw) = gw), a.e., WENK Pettis 可 积 性 是 一 致 
的 ,而 且 当 Pettis WRN. V Ec 7, 有 


CP) | FAP = P) | gGodP 
下 面 , 在 自 反 空间 的 条 件 下 ,讨论 向 量 值 函 数 的 Pettis 可 fH 


定理 1.2.1 dX X EB Banach FH), fo) Æ Q— X BIS mI 


量 值 函数 ， 且 对 任意 的 gE X^. [| e(/G))dP EE, W /(w) 是 


Pettis 可 积 的 . 
证 明 VEES, uA. | o(/co)dP dd. EX X" 上 的 
线性 泛 函 下 如 下 : 


Fp) a | e(f@)dP, Wee X', EEF 
E 
如 果 能 证 明 Fe X" ,由 于 六 是 自 反 的 ， 便 可 取 ze E X, 使 


F(g) = g(r), Voc X', EEF 

以 上 两 式 可 知 f(w) 是 Pettis 可 积 的 ， 且 在 五 上 的 Pettis 积分 
直 就 是 vr. 

考查 线性 算 子 了 工 : X > LCE), 其 定义 为 

T: g> 9(f(w)), Vee X' 

A TRAST. KHL, Be, eEX*, |e—el +0. X39 
€ LCE), || To, — dl i, > 0. BR p € DCD CT hie MB, 
又 对 任意 的 wE OQ, 
gf) of) |& lo. — ell I fw) || +0 
55 — Jj Mil 


le (fe) pl = I Te, — dll; > 0 


AAA e(f(a) ) — pw), a. e. . Mili Tp = y, 这 就 证 明了 了 是 
AA. 由 闭 图 像 定 理 知 , TERAN, TE 


(Fc) |< f ecco» | ap 


= (Tel < ITI le 


即 下 EX. 
最 后 , 说 明 Pettis 积分 与 有 界线 性 算 子 的 作用 可 以 交换 次 序 . 


定理 1.2.2 we X .Y WH Banach Bilal, TE LOX.Y), wR 
向 量 值 函数 f:Q > X XE Pettis WAN. 则 向 量 值 函 数 TCPC-)): 
也是 Pettis RN, WAV ECF, 8 


Qo 
Y 
< 


P| T(f»)aP = T(P] rcoap| 


汪 明 y EEF, ilap = P| fd. Pettis 积分 的 定 
义 知 ,只 要 证 明 对 每 一 个 pe Y'. KTE) € Li(E,P)， 
H 
| e(T(F@))aP = p(T) ) 


即 可 . 
TMM TAT. Mee Y’. AT ge X'. Wit 
p(T fw) )= T 9) (fw) € L, (E,P) 


f e(r(fc»))aP- | T 9 (fr aP 


Eu P) (XE) = PCTZE) 


—.. Bochner 积分 


(一 ) Bochner 积分 的 定义 
定义 1.2.2 GO 设 有 可 数值 的 向 量 值 函数 f: O> X. 


Q= U E Xi CE.) 是 Q 中 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 ， 

Jlo) = tes we FE,k=1,2,. CL, 2.1) 
如 果 | fCw) | 可 积 , 则 称 f(w) 是 Bochner WEW, AX Ec F, 
定义 其 Bochner 积分 为 


B| rodP = DmPEN E) (1.2.2) 
E k=1 


Gi) 如 果 向 量 值 函数 f(w) 是 Bochner 可 积 的 可 数值 函数 列 


{fw),)》 的 几乎 处 处 强 收敛 的 极限 ， 
lim] eee ea aP = 0 (1.2.3) 


MEX ftw) © E € 9 EW Bochner 积分 为 


a» fdP = limCB)| stunde (1.2.4) 
E nNn— oo JE 


DC: 关于 这 个 定义 的 合理 性 特 作 如 下 说 明 : 

l. 在 (让 中 ,由 于 f Co 都 是 可 数值 的 , 因而 ， 其 强 极限 函数 f(w) 是 
强 可 测 的 , 因此 数值 函数 ‖ f(w) 一 fi(w) || 是 可 测 函 数 ， 从 而 (1.2.3) 式 左 
边 的 积分 是 可 以 定义 的 ， 


2. 序列 {B| f, Go dP} 是 Banach 空间 X 中 的 Cauchy 序列 ,实际 


上 ,由 可 数值 函数 Bochner 积分 的 定义 (i)， 可 得 


| B| f. coaP — Bf f. GoaP | 
= | B| Cf. Flas ydp. | 
< [1f 60 — fal) | dP 


«|J. | £n = f» || dP +]. l faco) — flo) || dP.— 0 

(m — co, n— co) 

因此 ，(1. 2.4) 式 右边 的 极限 存在 . 
3. 易 知 (1.2.4) 式 右边 的 极限 与 满足 (1.2.3) 式 的 {f,(w)}) 的 选取 无 
关 ， 这 是 因为 满足 (1.2.3) 式 的 任意 两 列 可 数值 函数 交错 排列 后 得 到 的 序列 
仍然 满足 (1. 2. 3) 式 . 
定理 1.2.3 Bochner 可 积 的 函数 必 Pettis 可 积 ， 且 在 每 一 
^Ec 上， 两 种 积分 取 值 相同 . 
证 明 设 有 如 同 定义 所 述 的 Bochner np AH R Be f(w) 及 可 数 
ERAI Cf Cw) }. 由 定义 易 见 ,可 积 的 可 数值 函数 Cf Co) 是 
Pettis 可 积 的 ， 且 积分 值 相同 ,， 即 对 任意 的 线性 泛 函 gpE X‘ A 


g((B)| f.c»aP) =] o(flor)dP — a.z.5 


其 次 , 由 于 pg(f(w)) 是 可 测 函 数列 (pf, Cw) ) } 几乎 处 处 收敛 的 
极限 ， 故 是 可 测 的 , 且 有 


fe (Faw) )aP — | (ftw )dP | 


<f lel If) — fw IdP 0 — 0.2.6 
E 


又 由 于 | B| f.GodP — B| fGoaP | — 0. 所 以 


[ol CB) | fwar) —¢(B| f(aP) | —- 0(1.2.7) 


(1.2.3)、 (1.2.6)、 (1.2.7) 三 式 可 以 得 到 
p(B | rG»aP) = | efc )aP 
此 说 明 f(w) 是 Pettis 可 积 的 ， 


P| fGodP = (B) | far 

根据 以 上 定理 的 结论 ,既然 当 f(w) 的 Bochner 积分 存在 时 ， 
其 Bochner 积分 取 值 与 Pettis 积分 的 值 一 致 ， 则 以 后 就 把 Boch- 
ner 积分 (B) | far 简 记 为 | f GodP. 

众所周知 ， 对 于 可 测 的 数值 函数 而 言 ， 可 积 与 绝对 可 积 是 等 
价 的 ,这 是 Lebesgue 积分 理论 中 的 一 个 重要 结论 . 相应 地 ， 对 于 
量 值 函数 的 Bochner 积分 而 言 ， 也 有 下 面 重要 结果 ， 

定理 1.2.4 向 量 值 函数 f: Q> X Æ Bochner 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 flo) 强 可 测 , HY || fw) | dP < oo. 
证 明 CD 必要 性 . We flw) 是 Bochner 可 积 的 , 于 是 , 存在 
可 积 的 可 数值 函数 列 (fo Cad}. (fu CoD) JL P. Ab Ab oh Wie SET 
fw), He f Co 强 可 测 ， 由 od fO» || € LRF, P), 05 n $E 


= 


分 大 时 ,和 由 /Cw) 可 积 的 定义 得 知 | | Lo) faw) | dP < e. 


A Jb 


| | fco) dp «| ll f. Go || dP + 
Q 2 


| | fw) m f» Co) | dP< co 
a 


(2) 充分 性 . 设 flo) 可 测 ， 且 | 1 fw) | dP < oo. 于 是 ， 
Q 


存在 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 E, € WEOQ-UE. B o< 
PCE,) < eo n=1,2,° 

Ye>0, 由 定理 1.1.1 可 取 到 可 数值 函数 f, o), EER E, 
上 几乎 所 有 成 立 


| fn, Cw) — flw) || < (1.2.8) 


作 Q 上 的 可 数值 函数 fe: 
fla) = falo wE E, n= ide — (0.2.9) 
(1.2.8)、(1.2.9) 式 可 得 


— f, dp 二 人 = PE 
| l| fa — f. Con | < FPEF (En) 
(1.2.10) 
A] E , 
limf I fC — fl || dP = 0 (1.2.11) 
e>0 Q 
另 一 方面 ， 


| | f.(w) || dP 
a 


«| | f Go) | ap + | | tw — fay | aP < œ 
Q Q 


(1. 2. 12) 


Bl fe Cw) 是 可 积 函数 . pH (1.2.1120. 1. 2. 122 R £. Bochner 积 
的 定义 ， 得 知 fw) 是 Bochner 可 积 的 . 


(=) Bochner 可 积 函 数 的 基本 性 质 

Bochner 积分 具有 通常 的 Lebesgue 积分 类 似 的 若干 基本 性 
， 它们 在 今后 的 应 用 中 都 十 分 重要 . 由 于 根据 Bochner 积分 的 
义 这 些 性 质 都 不 难 验证 ,因此 为 节省 篇 幅 ， 以 下 仅 叙 而 不 证 ， 

定理 1.2.5 设 向 量 值 函数 f£. e 为 Bochner 可 积 的 ， 则 

G) 对 任意 的 数 w,8, af Co) d- Bg (w) th Bochner 可 积 的 ， 
HVEe€ZS,n 


Ji 
定 


| [ero + Bg» |dP = a SDAP +B] scodP 


GD 如果 ftw) = gw). a.e., W 


| swap = | gtwdP, YEEF 
E E 


一 
paa 
CA 


LE fCwdP || 要 | | f@) ldap， YEEF 
E E 


对 应 于 古典 分 析 中 的 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 对 于 Bochner 
积分 有 如 下 结论 . 
定理 1.2.6 设 {f,(w)) JJ Bochner 可 积 函 数 序列 且 几 乎 处 
Khon ike Se F fw), Fw) € LR, F, P), 满足 || fiw || < 
Fw), n= 1.2.5 W fw) X Bochner WAR, ifj H 


lim| 六 (ao)dP = | f@)dP, YEEF 
E E 


定理 1.2.7 X (E,) 是 0 中 一 列 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 ， 
flw) X Bochner 可 积 函 数 ， 则 


| ga, TAP - Dj, aP 


这 里 的 和 式 表 示 强 收敛 意义 下 的 极限 . 
定理 1.2.8 设 义 ,Y 是 Banach 空间 , T: XX 一 Y 了 是 有 界线 性 
Ts f: Q— XN Bochner nf R p AL. 则 Tf 可 M, JF AL 


T([ f(aP) = JT (fco )aP， WEES 
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证 明 E (£O 是 了 的 积分 定义 中 的 可 数值 函数 列 ， 则 Tf， 
也 是 可 数值 函数 列 ， 并且 
lim| |l TE — TF | dP 


n> cc 


< lim || TI f I fico — fw) | dP = 0 
2 


于 是 Tf UR, 并 且 YE € 89, 有 


I, Tflw)dP = lim | Tf,(w) dP 


=limz| fw dP = T| fw dP 
n> ca E E 


、 数 学 期 户 


现在 回头 来 讨论 Banach 空间 值 随 机 变量 的 数学 期 望 . 根据 
上 一 节 的 定义 ， 随 机 变量 f: 0 一 XX 是 定义 在 概率 空间 N, F, 
P) 之 上 而 取 值 于 Banach 空间 入 的 可 测 函 数 ， 因 此 根据 定理 
1.2.4 可 定义 其 数学 期 望 如 下 : 


定义 1.2.3 Kf: O>XEX (Bb giae a [ll Feo la 
2 


< co, llf 了 在 Q 上 是 Bochner 可 积 的 (在 不 至 于 造成 混淆 的 情 
况 下 以 后 简称 为 可 积 ) 
E f: Q 一 六 是 可 积 的 X 值 随机 变量 , WW HK Bochner 积分 


| SDAP < oo 为 了 的 数学 期 望 ， 记 为 ECA. 


$1.3 条 件数 学 期 望 


本 市 仍然 假定 N, F, P) 是 完备 概率 空间 ,入 是 Banach 空 
li], AYEI 的 子 o 一 代数 . 


、 条 件数 学 期 望 的 定义 


定义 1.3.1 


^- X 值 可 积 随机 变量 , 是 3 


的 子 o 一 代数 ,如 果 存 在 外 可 测 的 入 值 可 积 随机 变量 g ,使 得 


期 望 )， 并 记 为 


| Area Z | scoaP， yAEY 
WE g ef KF YR Bee WB Ci Be A TF 
g— Ef |) 
下 面 考察 es 问题 ,对 此 有 如 下 绪论. 


ae 


子 o 一 代数 , 则 g= doy | 9 存在 


证 明 首先 记 


ef: O> XB 


x, € X, A € 


E 明 存在 性 . 车 f— Dials 是 简单 函数 , 其 中 ， 


4 i 


1,.2,:- 


: X 值 可 积 随机 变量 ， 
.在 儿 乎 处 处 相等 的 意义 下 唯 


n 


i=l 


wn, ANA = 5 


VEF 的 


G Æ j), 


UA 二 0, 令 g= i |90, Wig 满足 定义 1.3.1 中 的 条 


ARZIN, g= E| 90 fedt. 


fF. 此 证 明了 : 当 


E /是 任 一 X 值 可 积 随机 变量 , 则 知 存在 简单 


i=1 


f a 


(f. 一 D iIa J 88 
PEE 


lim f, — 
ae 


21 fh. 


lim] | f — fw) | dP = o 
lim] 


EC || g, loco, X 


k 
n 


4 g,— Ef, | W = DxEd | 95, 
i=1 


V nc 


wW g, KI 


函数 序列 


1 


k, k 
m 
i j ， 
ie 7A > (zi — ah aina 
n N Am 
=1 j=1 


eo aw, 


Mz 


(x, = 2h )E (Inna, 19) 


k 

n 

En — Em — > 
i=] 


1 


J 


所 以 


| lg, CoD — g,Ca2 || dP 
2 


k k 
< DD asak] | Etena | Wap 
2.2. 


n 
=1 


wo on 


k 
*- 
=> x l æ — zi || PCA} N Ai) 
i=l j=l 


= | | fn (w) — fm Cw) || dP 
Q 


因此 ， lim | lg, Cw) — gn Co) || dP — 0. 即 {g,),i 是 收敛 意 
N 


n,m oo 


义 下 的 Cauchy 序列 . 38 Li, Y, Ps XO 的 完备 性 ， 知 存在 g € 
Li, 9, P; X) ,使 得 


lim] 下 有 
n>oJ Q 


n 


lim| I Fw) — fw) || dP 
rood 0 


= lim. l gw) — g, Cw) || dP = 0 
iW WV AC TW, 
lim| 1 fC) — faw) | P 
= limf ll go — g,(w) || dP = 0 
因此 
| scodP= limf e, Go) dP 


= lim| fn Cao) dP 
n9) A 


=| reoadP， YAEY 


此 即 证 明了 条 件 期 望 的 存在 性 . 
其 次 证 明 唯一 性 . 若 还 存在 g = ECf| 90. Wl g — g' X T 


可 测 ， a | elw) — g lw) || dP < oo. 又 对 于 一 切 AE wv, 
a 


| ew — gw) )dP = 0 


故 g(w) = g lw), a.e.. 


二 、 条 件数 学 期 望 的 基本 性 质 


根据 条 件 期 望 的 定义 ,很 容易 验证 下 面 的 结论 . 

定理 1.3.2 设 f; 是 X 值 可 积 随机 变量 , C 是 实数 ,i 二 1， 
2,…,7, LE X, V 3i 9 WI o— Rž, W 

(Q ECGOx|900— m; 


n 


i) EC SIGS; | Y = SIGE | 95. 
i=1 


定理 1.3.3 Wb f E X (A IPLE SLE RE. IR FHT o— A 
3. wu 
| ECKF 190 | « ECI £I | 95 
证 明 由 于 || EC£| 20 || SENSI | 90 BART WR 
数 ， 只 需 证 明 : 对 任意 AE VA 


| Ecorlwlap<| EAIoap=| Ifi aP 


4 f= Mula 为 简单 函数 时 , EFI D = SI ziECA | 95, 
i=1 i=] 


注意 到 | fl = Dd) 1 l a, 即 知 上 式 成 立 . 


设 为 任意 六 值 可 积 随机 变量 , 由 定理 1.1.6, np DL E fij 8 


Tos 


制 收敛 定理 1. 2.6 得 知 : V A c 2 有 定理 1.3.5 设 广 ,2 三 1 是 X 值 可 积 随 机 变量 序列 ， lim f, = 
f iran f, a ar f. g & X Ew RRA ILL I < lel nz VR FF o— 
A A * 
i 代数 ， 则 
A limECf, | V = ECf | V 
— Segoe 7 | 
ee a 证 明 首先 注意 SIS el 1 大 一 7 <2lel H 
a ] 实 值 随机 变量 情况 下 条 件 期 望 的 控制 收敛 定理 及 定理 1.3.2, 
根据 定理 1.3.1 的 证 明知 有 
m a LES, | 9 )—-ECf, | Y >| 
lim] | ECf 19 — Eg 1» | dP =0 À bd 
"9A = JEQC£É—f52192l 
所 以 ,VY ACA SE f, fal lol 


(n,m — co) 


I, | ECf| || aP 


n> 


<lim[ | 1 EG. 10 - EG |% | aP + X 的 完备 性 知 存在 极限 limE(f, | V ， 对 每 一 个 之 1， 
ECf, | OXF YAW, MlimECf, | 90 AF YAW, FUER: 


| | Ec 1o | aP] 


=i | ECS, | ® || dP . . 
be) d BUSTO | limE(f, 19) aP = |. faP 

Anos A 
<lim| | flaP= | flap 事实 上 ， 


定理 1.3.4 设 了 是 X 值 可 积 随机 变量 , 0. 0, AFT LEG IDI <E(IAI 19) « E(llgl |) 
5 一 代数 , YC, WI E 
— usu ee | E( lgl | %)dP = n I gl dP < ce 
证 明 由 条 件 期 望 的 定义 立即 知 第 二 个 等 号 成 立 ， 因 为 s 
AE 


E(f | 9) d ^ TWN, XX V A € 9, Cc 人 ,有 


| limE(f, | % dP = lim| ECS, | WdaP 
| ECF | araP = | faP =| ECF | %)dP A meee A 
A A A 


n> x 


= lim| Fa | limf,dP = | faP 
nce) A A 


A neo 


条 件 期 望 的 定义 知 
EC ECf| W) | n) = ECf | 9) 
4k Pr BCH W E o FS fel hc he SE ER. 


81.4. 随机 停 时 


停 时 是 概率 论 中 的 一 个 重要 概念 ,作为 一 种 特殊 的 随机 变 


t. 根据 其 取 值 的 不 同 , 分 为 连续 停 时 和 离散 停 时 两 类 . 
BART HTC ARS ANP. 因此 只 介绍 离散 停 时 . 


于 本 


定义 1.4.1 i Q, F, P) 是 完备 概率 空 tup. d Fis n zl) 


EF 的 递增 子 c 一 代数 序列 ,随机 变量 c: A> NU (eo) 


co) 王 0 时 , 称 z 为 有 限 停 时 ; 当 
时 ， 有 界 停 时 全 体 记 为 工 , 
有 时 称 递增 o 一 代数 序列 US nz 


supt(w) < œ Ift, RK c y 
wc 0 


称 
一 个 停 时 , SET RETI nS 1, fw: tw) <n} € F,. “4 Pa 


为 是 


w) = 


E 


) 为 一 个 随机 基 . 由 于 


{Fro nz 1) 是 递增 的 ,定义 中 的 Go: nee € 9 可 以 等 价 地 


换 为 lw: tlw) =n} € 


Fa. EIk, S DE co BC Trw) < 


ow), a. e. , WS « "是 工 或 全 体 停 时 集合 上 的 半 序 ， 从 而 使 之 成 


为 定向 集 . 
下 面 是 关于 停 时 的 一 些 基 本 性 质 . 
定理 1.4.1 设 { 丈 ,7 二 1) 是 随机 基 ， 则 

G) tlw) = k EEN S 

GD ro 是 停 时 , WeAo tV o t+o eM: 
Gi) c AEE CRS 1), W supti infr, 是 停 时 . 
证 明 G) 由 于 tl(w) 圭 有 , 故 


o. nk 


(w: tlw) = n| = E "is 


于 是 |o: tlw) = n| E 9,, n È 1), 从 而 rw) = 


GD 因为 


k 


为 售 


[rv ox n| = G n| N [o< n| € F#, 


[ee n] = U({r=4| N [o= n-i ) € F, 


MerAc, tV o,t+o MEEH. 
Gii) 于 


(supr < n) = A {ea <n c F, 
之 1 


kml > 
(infre < n) =U n « n] € Fa 
故 supe infr, 都 是 停 时 . 
定义 1.4.2 设 r 是 停 时 ， 称 
A= (A: AEF, AN (cn) € 4,,nzmlj 
是 与 相应 的 c 一 代数 ， 
注 ” :直接 验证 可 知 歼 确 为 o 一 代数 ,而 tlw) 是 到 可 测 的 . 
定理 1.4.2 设 t,o 为 停 时 
O d cx o. WFC Frs 
Gi) a o, (t « o) {r<o} WAN BF FM F 
GD 4$ A € Z,. Wea — lat cooly 是 停 时 . 


证 明 G) VAC F., n>1, W 
AN iren] € $, 


ALA to, F 

AN o< a =AN dexa nde 
BrE Ae F,, BF, CF. 
GD 有 


IN 
M 
a 


(1.4.1) 


(1.4.2) {r= 

Ies] N [o= n= rn N{o=nles, 从 
(1.4.3) 
[ee] - [e o] U [e o] (1.4.4) 


(1.4. D 3X UH] (c— o) € Fo XE {r= n) HM (o = n) MW 
(c— 60) € 94,; (1.4.2) RH (c — o) € F; C1. 4. 32 KR iW 
(co) € 9,; (1.4.4) 式 说 明 (co) ERANA. 

€E 1.4.3. RPs nm 1) 是 随机 基 ,( fr 9, 7 二 1) 是 
适应 随机 过 程 , rzE 工 是 有 界 停 时 , DU f.(w) = fry (w) 是 关于 了 3 
可 测 的 函数 . ALIN F = aU, Fa) f. d& F. PIM HAE xx eR 
数 , 则 上 述 = 可 以 是 任意 停 时 ， 

证 明 事实 上 ， 


T 


(et = X) falo) Tt few) Toss 


n=1 
对 于 关中 的 任意 一 个 开 集 B, 有 
(o: few) € BY (t= n}= {w: faw) € B) € F, 
(w: fw) € BIN {r= oo)= (w: flw) € B) € 9. 
but (ow: few) € B) € 9. Bl f. KRY v. 可 测 . 
下 面 的 结论 , 在 构造 停 时 时 经 常 被 用 到 . 
定理 1.4.4 WE BEX PH Borel 2, rs Fas nz D 是 适 
应 随机 过 程 , 令 rlw) = infin: f,Co) € B}, infd ^ œ, W r 
停 时 . 
证 明 实际 上 ， 有 
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(r= n}= (os filo) € BINU (o: fiw) € B) 


€ Fis (nS 1) 


co}= N (ws f.) € B) 


第 二 章 Banach [uf $h 


及 其 基本 性 质 


概率 论 , 特别 是 其 中 的 蒜 论 与 泛 函 分 析 和 调和 分 析 的 联系 是 


随机 过 程 理论 发 展 中 特别 富有 意义 的 一 个 部 分 ， 


其 影响 既 深 且 


广 ， 其 发 展 势 头 经 久 不 误 . 自 2 
些 若 名 的 概率 学 家 与 分 析 学 家 如 Pisier、Burkho 
Edgar, Herz 等 人 又 将 有 关 的 研究 置 于 无 穷 维 值 空 


ce 


世纪 70 年 代 中 期 以 来 ,国际 上 一 


der, Bourgain, 


间 的 框架 之 下 ， 
研究 取 值 于 一 般 Banach 空间 的 随机 过 程 的 概率 性 质 与 调和 函数 
的 分 析 性 质 ， 它 涉及 到 值 空间 的 结构 性 质 与 几何 性 质 ， 从 而 将 随 


机 过 程 理论 、 向 量 值 调 和 分 析 与 Banach 空间 几何 学 的 研究 有 机 地 


结合 起 来 , TEE TOK ZO "Banach 空间 上 概率 论 : 
新 研究 领域 , 得 到 了 对 于 概率 论 、 调 和 分 析 和 Banach 空间 几何 学 
三 个 方面 都 有 深刻 影响 的 结果 , 发 展 了 经 典 概率 论 、 经 典 调和 分 
析 和 经 典 Banach 空间 理论 . 事实 证 明 ,， 这 一 领域 不 仅 与 多 种 学 
科 分 支 有 着 广泛 而 且 深 远 的 联系 , 例如 , 团 不 等 式 与 空间 理论 ， 
随机 过 程 的 极限 理论 , 奇异 积分 算 子 理论 ， Banach 空间 的 局 部 理 


论 , Hie. 向 量 值 调 和 函数 的 边 值 问题 等 ， 而 
中 产生 了 新 的 思想 方法 和 新 的 研究 方向 ， 如 向 


5 调和 分 析 ” 的 


.在 其 发 展 过 程 
EXE E EI 


UMD 空间 , 向 量 值 独立 增 量 过 程 的 极限 理论 与 Banach 空间 的 型 


以 及 在 这 一 理论 中 十 分 重要 的 等 周 不 等 式 方法 ， 累 


引 Hilbert 空间 


等 等 有 关内 容 的 研究 成 为 国际 上 这 一 领域 的 热门 课题 . 


本 章 将 讨论 Banach 空间 值 的 款 理 论 , 介 绍 


Æ Banach 空间 


AE S HI — LE d AE AS BE BERE TE JR. 不 过 , (ROBUR ACE A A 
这 些 基 本 性 质 都 与 其 所 取 值 的 Banach 空间 的 某 些 性 质 紧 密 相 联 . 


AK Hi Vi. BRE We oh HE 5 Banach 空间 的 Radom — Nikodym 人 性质 
有 密切 联系 ; WAKRA GEE Banach 7 IN p "SRI RA PE 
有 密切 联系 ; gU S A AE sh Banach 空间 的 凸 性 和 光滑 性 有 密 
WR A. IEE IY 9t Banach 空间 之 间 的 这 种 内 在 联系 ,使 得 


Banach 空间 值 蒜 理 论 并 非 仅仅 是 实 值 款 论 一 般 意义 上 的 扩展 ， 
而 是 具有 其 重要 的 独立 研究 价值 . 款 这 一 概念 , 在 本 书 中 具有 双 
重 的 身份 . 一 方面 ， 从 概率 论 的 角度 出 发 ,作为 抽象 空间 中 的 概 
率 论 的 一 个 分 支 ， 蒜 是 我 们 的 研究 对 象 ; 另 一 方面 ， 从 分 析 数 学 
(特别 是 其 中 的 泛 函 分 析 和 调和 分 析 ) 的 角度 出 发 , 摧 ( 或 称 摧 方 
法 ) 又 是 研究 分 析 数 学 问题 的 一 种 有 力 工 


$2.1 基本 概念 和 基本 性 质 


定义 2.1.1 W f-— (fis Fron Sl} 是 处 值 可 积 适应 随机 变 
量 序列 , MK SA XER, 如果 
EC fu | Fd = fas Yn>1 
例 1 X fc L,CQ.9.P:X), (9,,.nz1) R 9 的 单调 上 
升 的 子 o 一 代数 序列 , 令 
fa = ECf | Fd; Vn 宇 1 
WEA {fas Fron > 
Pl 2 X (&.n 
机 变量 , 令 


是 相互 独立 的 数学 期 望 为 零 的 X 值 随 


W (f. Fonal) BR. 事实 上 ,Yn 宇 1 有 
Efan | FD = fa + a EG | Fd 
= f, + am Elm) = f, 
例 3 #Q=[0.1),F 为 Q 中 一 切 Borel FEA, PHF 
上 的 Lebesgue 测度 , 则 (Q, F, P) 为 概率 空间 . E (nn 1) 
一 30 一 


是 Banach 空间 X 中 任意 一 个 序列 ， 令 
fo = Xo Ip, 


fi = (är xı) lto 十 (zo 十 zip 
fi — Gm — x — £2) dpi, + Gn — x donus 
Cx, + xi — x) Iz, as sb Ta ) Ip, 


HRA F, =o fos fis cts frds nS1, M (fa, Fon Sl) 是 XX 值 
p. 


定理 2.1.1 f= (f, 多 ,n 宇 1) Æ XE, 对 于 任何 
界 停 时 tio © Ts C= D pui 

G) CI fall» Fon zm1) 为 非 负 实 值 下 载 ; 

Gi) ECf, | F,) = Jd 

Gb VA E Fo E| 1 六 1dap<| var. 


证 Hj G) Vm,n c N, mz Ns Br. 则 
EC fn | Fd — f, 


故 
ECL fm Il FD S | Ef, | Fd = fl 
即 CI fn ls Sun zl) WAR ASE OP BR. 


GD 对 于 有 界 停 时 r\oE T, 不 妨 取 m m maxit., 对 于 
=N A E F,, BT 9, CF, RUA € F, . 对 于 每 一 AEn oe. 
AN Sn EFR, AN Or: 


za 


从 而 


m 


[sre £j 


AN {o=n} 


类 似 地 | zar = [ r.a. 故 


u faP-|faP. VAEZ, 
A 


Bl ECS, | F) = f... 
下 PHA X dE BES AK HR C 98. (1,1) 型 不 等 式 , 为 此 , 首 
先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 2.1.2 设 {f,,n 宇 1} 是 了 X 值 随机 变量 序列 ,本 为 有 界 
停 时 全 体 ， Ë sup E || fel <, ) vA 0.4 


1 
Plsupl fa l à] > sup E | fll < ~ 
nzl tE 


证 明 OM AE PEIN m EN, S 
An — {w: sup | f. | > A} 


nm 


定义 停 时 co 如下: 


ncN:inzm 
| |， 着 we Ah 


min 
olw) = 4 | fao || >A 
ls. 否则 


Mae T. 


APAS | Il fel dP 
A 


SEIS I 
< supE || f. | < e 


TET 


ERE, & 一 co, Ng wE. 
村 别 地 ， 对 于 蒜 有 如 下 更 强 的 结果 . 
定理 2.1.3 d f= (fo. eX fü Wh. WVASO.F 


是 
P{sup ll fall >a} < X supE ll I 
证 明 由 定理 2.1.1 的 (iii) 知 : 对 任 一 有 界 停 时 c 6€ T, 有 
EI fel = | 1f.laP 


<M Four ll AP 
2 


< supE || fa || 
nzl 


3|38 2.1.2 便 得 


P{sup l f, ll 2 A] & c sup EE Il f. M 
n=l eT 


sup E | f, || 


对 于 正则 团 ( 即 如 例 1 中 所 给 出 的 蒜 ) 则 有 如 下 结论 
定理 2.1.4 4f,=ECf|F),n>1, HF feLoo, F, 
P; X), W VA>0,8 


1 
P[supl fol >a} & El 


n=l 


证 8] F Yn>1, 有 
on 


«| 1flaPp— EI fI 


故 结论 成 立 . 
根据 以 上 几 个 不 等 式 , 立 即 可 以 得 到 以 下 关于 X 值 款 收 敛 性 
的 几 个 简单 结论 . 


Li 
定理 2.1.5 R f= (fa) Æ XER, Æ fa > fos W 
tn > for ae.. 


证 明 由 于 fo > for N YVe>0,0>0, fé dE n, EN, 使 得 
4mn>nm I, d fa fal «e. 

XI F Ue EB m m ns W {San fo. Fars mmm IP HE X (AH. 
由 定理 2.1.3 知 


1 
P {sup || f, — fa | > ej Z sup E || f, -ful <8 


næm næm 


XW (fal 是 几乎 处 处 一 致 收敛 的 Cauchy 序列 ， 从 
{fader 是 几乎 处 处 收敛 的 ,又 序列 几乎 处 处 收敛 的 极限 与 La 
SEI BEER E SU. 故 fa > fos ae. 
下 面 的 定理 是 实 值 情况 的 P. Levy 连续 性 定理 在 Banach 空 
间 值 情况 的 一 种 推广 . 

定理 2.1.6 设 fEL,(0,9,P;X) a< Pats {Fr} ner 
ke F WI Fo RAFI, WARS, = ECP | Fs Fis nS} 
EL, 中 收敛 于 EC(f| 9.0. AJL Ab dbi ST ECS | 9.5, 其 中 


= 到 


Fa =a U X. 


n—0 


证 明 AA f,=ECf| 4%) =EES|F.)|F), Vnz 


并 且 
ECF | Fo) € L,(0,%.,.P;X), 
所 以 ,要 证 (f). TE L, dg Ex H JLP Ab Rb he oe T 
E(f| Fo), 只 要 证 明 : 对 于 任意 fe L,(0,F%.,P;X), DHA 


a. e. 
ESI FD >f, BEJIZ) >f 
设 Fe LN, F., PX), AF u F, fel 2 p UE L, N, Fo PX 


中 稠密 ， 故 Ve > 0. 可 选取 U T, 简单 函数 /使 得 
1/ 一 了 “1 <p. BFS ARERR HAE HE nm, in > 
Wb. f EF, REG. XXE ORE UI nS n 利用 条 件 期 望 的 
Jensen 不 等 式 有 
| Fase eH Fle d D le 

| CELA EF | FDh E imf La 


IN 


/ € 
2| f—f ly Sur 


L a. e. 
即 f, -ECf|%)>f. HBES2.1.58 f, —ECfI20- f. 


$2.2 Banach 空间 的 Radom— Nikodym 
性 质 与 款 的 收敛 性 


对 于 实 值 鞭 来 说 ,著名 的 Doob 收敛 定理 指出 : LCR) 有 界 
BR JL AY Ab Ab CS. 但 是 下 面 的 例子 说 明 ,， 对 于 Banach 空间 值 
A ,一般 来 说 , 这 个 结果 不 再 成 立 . 

例 1 4X-—0O = {{a,} C Ri a, 0 (n> e]. MF C, 
上 确 界 范 数 拓扑 ， 则 C, 是 Banach 空间 . i (ej) Jy Bernoulli FF 
A, (e) 为 Co 中 通常 使 用 的 基底 . E (65,) 为 任意 一 实数 序列 , 令 


d 


Ta 一 > bien Cw) es, Fa = ol fis Fon E Fads n => Ii. 显 然 
k=1 


f bu H XER. 容易 验证 ,三 = (万 ) ,si 为 一 L1(X) 
界 炽 的 充分 必要 条 件 是 sup | b, |< ooi 而 lim f, Co) a. e. 存在 的 
充分 必要 条 件 是 如 二 0 (n>). FR la) 使 得 sup | by |< eo 
但 limb, # 0, wW OL, CX) 中 有 界 蒜 f — Cfi 并 不 几乎 处 处 收 
&. 


那么 ， 究 竞 在 什么 条 件 下 才能 得 到 Banach ^* [8] (8 396 f JU ^ 

处 处 收敛 性 呢 ? 解决 此 问题 的 方案 无 非 有 两 种 : 一 种 是 增强 对 款 
本 身 的 概率 条 件 要 求 ( 即 如 定理 2.1.5 和 定理 2.1.6), 这 将 给 以 
后 的 应 用 带 来 较 大 的 局 限 性 ; 另 一 种 就 上 只 能 是 对 款 所 取 值 的 Ba- 
nach 空间 提出 新 的 要 求 . 本 节 将 研究 Doob 关于 上 述 结果 的 有 关 
问题 . 特别 地 , 将 证 明 对 X 值 款 上 述 Doob 结果 成 立 的 充分 必要 
条 件 是 Banach 空间 X 具有 所 谓 的 Radom-Nikodym 性 质 . 这 个 
结果 的 意义 不 仅仅 在 于 寻找 到 Doob 收敛 定理 成 立 的 条 件 , 而 且 
SCR BEES XE dI Banach 空间 的 Radom-Nikodym 性 质 
之 间 深 刻 的 内 在 联系 . 为 此 , 先 介 绍 一 点 所 需要 的 有 关 向 量 值 测 
= SE 


度 的 基本 事实 . 这 里 将 仅仅 列举 所 需 基 本 结论 , 其 详细 内 容 可 参 
见 1977 年 Diestel 和 Uhl 的 专著 《Vector Measures). 

HF 是 集合 Q 的 子 集合 组 成 的 一 个 代数 ,下 是 定义 在 FF 上 
取 值 于 Banach 空间 X 的 集 值 函数 ,如 果 对 任意 的 A,A € v. 
A N4 = Ø, di FA U AD = FKA) 十 F(As), 则 称 下 是 


F 一 义 的 有 限 可 加 向 量 值 测度 . 如 果 对 A, EF, n>, UAE 


F, A, N An = Onm, HH FCU AO = SFA), Wik FE 
n=1 


i 
F 一 和 X 的 c 一 可 加 的 向 量 值 测度 . 
若 下 是 定义 在 代数 乡 上 取 值 于 的 有 限 可 加 向 量 值 测度 ， 
W F WARE MAF 一 [L0,ce) 的 函数 : 
(>) | FAD Ils 221, AD AL) 
[F|CA) = sup <1 > 
€ F, Ai NA = OG) 
VAC S 
WR |F| <o, Jus F J& 8 WR aE2E M. Hy Be VTE 
9 上 的 有 限 非 负 实 值 测度 ，lim FCA) = 0, JURE 是 7 一 连续 的 ， 
记 为 F<Y. 
Mme 0. FLAC 9, fi 
[F| CAA) + yA) & € 
Wea | 下 | 是 7 一 奇异 的 , 记 为 |F| Ly. 
定义 2.2.1 若 对 每 一 概率 空间 CQ. F, P) 和 每 一 个 了 一 入 
的 co 一 可 加 ,具有 有 界 变 差 ,P 一 连续 的 向 量 值 测度 下 都 存在 
FEL, F, P; X), 4 


F(A) -| flwWdPp, YAEF 
A 


则 称 Banach 空间 X 具有 Radom— Nikodym 性 质 , 简称 X 具有 RNP. 


此 时 , 称 flo) 为 下 的 RN 导数 , iy P= f- pg SF = f. 


事实 上 ,在 上 述 定义 中 任意 的 概率 空间 可 以 只 取 (0.1 ],4(0, 
1].P) H+ P 3 [0.1] 上 的 Lebesgue 测度 . Zt Hh fj Radom — Ni- 
kodym 定理 可 知 , 实数 空间 R 具有 RNP. 可 以 证 明 , 每 一 个 自 反 
Banach 空间 (特别 是 Hilbert ^r [8] ) All Hy 4 FE He ^ 8] CA h ORRE 
RNP, ifj L,(L0.1]), C[0.1], C; 等 不 具有 RNP. 

Pil A EE rH BS Se RS n 5t NU BE. E f= fus de XR, 


How 


则 对 任意 A € U Fas 则 必 存 在 某 个 加 EN. 使 得 A EF,» WM 
n>m M. BBE Li EG, | 天,) = fu. 换言之 , 即 有 


f.G)dP = | f, (dP Vn n 
JA A 


于 是 lim. f.GOdP 存在 . 于 是 定义 


n> cc 


F(A) = lim| flwWdP, YWAEUS, 
neod A n=1 


5 


则 FCO 是 定义 在 代数 U 7, 上 的 X 值 测度 ， 


F(A) =| f.G)dP, VAEZ, nel 
A 


这 说 明 任 给 一 个 入 值 鞭 三 一 Uus 便 诱导 出 一 个 代数 U A 上 
的 X EWE F. 下 限制 在 任何 A EA R-N 导数 f,. 容易 看 出 ， 
逆 命 题 也 成 立 .所 以 研究 这 种 X 值 测度 对 于 X 值 款 是 很 重要 的 . 
定理 2.2.1 w X Æ Banach 空间 , 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 
G) X HF RNP; 
Gi) 对 任意 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 一 致 可 积 的 X ER 
L, CX) 收敛 ; 
Gi) 对 任意 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 一 致 有 界 的 X (Be 
L,(X) 收敛 . 
证 明 GS Gi) X f = (fu 是 一 致 可 积 的 关 值 对. 
YVn>1,4 


F (CA) = | fied. yWAes 
A 


YE RR BIRTE, 对 任意 A € Fo, limF, (A) FE, e 
F(A) = limF, (A), VAE Fa 

— S n] JR EU. F aA, 有 界 变 差 的 . wA FP. 

为 XE RNP, 于 是 存在 f- E L,CQ, J.P; X, 使 得 


>H 


F(A) = I, f.G0dP, VAEA 


Bie A, 对 每 一 个 n 宇 1, 任意 AE 和 5， 


| $ udpe quA = FCAY = | X JudP 
A JA 


L 
故 f, = ECf. | F7), V nzl. 根据 定理 2.1.6 Au f. Jas 

GD 2 Gi) 为 显然 . 

Gi) G) 首先 证 明 : 若 (iii) 成 立 ,， 则 以 向 右 定 向 集 为 指标 的 
Tx — OS Li wA EKE, wR f — (fi, Fete AH 
TA- Sk 4 Jt WR, 其 中 “人 和 八 ” 为 向 右 定向 集 . Rk f = 
Uf S. tE IJ ^E L, WEBS. WI (fo. 1€ A} BEL, MM 
的 Cauchy JR. FH, de 0. 使 得 对 任意 上 E 人 ,存在 xuvE 和 人 ， 
uzt, vt, | f.—f. ll L > 2e. 从 而 必 ll fu — fi ll E = 
eM || f,— flu Se 反复 用 此 结论 可 选取 (us. nz cA. 


得 


my 


FF Pe a, Se 

WP Cf. A,» nzl1)N-—-8U8 f X HR, EL, 中 不 收敛， 

à 55 GDF Jf. 

Fai WE FAG) Mor. w PF > 入 是 可 列 可 加 的 ， 有 界 变 差 的 ， 

HT 卫 绝 对 连续 的 XX 值 测 度 , 则 知 王 的 变 差 Vs 是 定义 在 多 上 

完全 可 加 的 关于 了 绝对 连续 的 非 负 有 限 实 值 测度 .由 经 典 的 Ra- 
dom 一 Nikodym 定理 知 , 存 在 o € Li OQ. 9, P; R) ,使 得 


VA) = |pdP, vAes 
A 


(T= (Ai Ass A, 15 A, A, gree ,A, 互 不 相交 ， 
=< | 
LU Ar = QA € F Vit So, 1S Rs naal 


工 中 定义 半 序 “<” 如 下 :mm Com EN, m xm 的 充分 必要 条 
tee A € m. WHE BE m, HHACB, ae...” WI, <? 
是 向 右 定向 集 . 4 


; VAC Y 


则 (Q, F, P^) 为 概率 空间 . 对 任意 x = {A, ;As ,A,) € II. XE 
X 


F(A) F(A) 
A 
f. © 2; P^ VHA) o, V; (A) 


Fa 会 cCr) o(A, i ,A,) 


Wf= {he Fr re} BO, F, P) Em x fi &. + 
| FCA) || 过 Vi(A), VA € Z, i i LL 于 是 ， 


lim | ld ddp = 0 
rella 


从 而 ， VA € F, 


lim| Xp | 六 dP/ 
A A 


re II 
An = {A, Q—A) € IL TE C Ilm) — (x € II, rsr Æi 
子 向 右 定向 集 ， 因此 
lim | fidP’ = | f.aP' 
ze [|m ^ A 
HH BR HE ae Af, 的 定义 得 


F(A)= 1. dP’ = 


dV; 
Ve (Q 


于 了 = the Farce) 是 一 致 有 界 的 , 故 fo 


Ai, Mit Af.. Vem 是 可 积 的 XX 值 随机 变量 ， 


RNP, BG) pear. 


定理 2.2.2 WW l1- p<oco, X Jj Banach 空间 , 则 下 列 条 件 


相互 等 价 : 

G) X RA RNP; 

GD 对 任意 概率 空间 CO. F, P) 上 的 每 一 个 
Æ L,CXO 收敛 的 . 


V. FH EA X 具有 RNP. 
中 二 GD W f= Uf. 2,, n € N) 为 任意 概 
P) 上 的 有 界 的 和 €. BF bl. Ly AAA 


L, 


是 儿 乎 处 处 有 


这 说 明 X AA 


L,CX) A FR 


证 明 «Gi G) Æ Gi) p sr. Wü iE SE 2.2.1 中 的 (ii) 显 然 成 


率 空 间 OQ. F, 
涵 一 致 可 积 性 ， 


B] (f. mel} 是 一 致 可 积 的 . 由 定理 2.2.1 知 存在 人 € LLCO, 


Fos PX) 使 得 fas fr = Elf 


L. 
1 


— f. , 则 存在 子 列 inj, k € N} CN ,使 得 
Fn fr arë 


Fatou 引 理 得 
E || fe | ?< lim E || fn, WP supE Il fa di 


比 即 证 明了 f. BL, 可 积 的 . 


直 的 情况 . 


G) X HA RNP; 


下 面 讨论 本 节 开 始 提 到 的 Doob Phe Se H E Banach 空间 


5E JE 2.1.6. fk 


证 (f nl} 是 Lj 收敛 的 , 只 需 证 明 f aL, TIN. 由 于 f, 


P c oo 


€H 2.2.3 设 和 是 Banach 空 间 , 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 


Gi) 对 任意 概率 空间 CO. 7, P) EB L CO ERW X fü geh f 


fa > fos Qe. 


量 fo, W 得 


的 x 


2. 2d 
( 
的 Ly 


= 


而 在 


Fa 


ll c, 是 有 界 停 时 ， 


证 明  GD (i) 对 任意 
(ER f 一 {fn} wei» 于 (fad 
fadus JL F Mb Ab eR. Mo Cf), 


AH dd RNP. 


e» 


(minin ml: 


概率 空 


uml 


zl 


=> (D 1 w f= | 为 任 意 一 个 概率 空 
FAX LHR, VASO, 
| fao || > a} 


ml 是 Lı 有 界 的 ， 故 
是 Li 收敛 的 . 


i] CQ, F, P) 上 的 一 致 可 积 


Gi) 知 


定理 


^e. sup | f, C2) | <A 


当 wE (o, = co) 


时 ， 则 


sup il Soa, s Co | <a 


lo, <œ} 上， 有 


lim | faarw) || = 


tou 引 理 及 定理 2. 1. 1 有 


| I fa w) 1dP< 


FE (o, < co) des | fa 


[sup I Fane ll aP 


n=l 


=| self] 


UA 


<a+| supll f, 
lo <œ} nl 


{o, 
a 


lim] 
egg ur 


<0) 


MENSOLE 
Q 


l fa CoD I 


Il fuas Goo) || AP 


< sup| 1 f G0 | dP 
nzl Q 


nw) || 


|| dP 


< | fa G0 ||; W 


«jc sup[. || f. IL dP < oo 
nzl Q 


定理 2.1. 1 4 {farns Fann zm 1) 


we XAR. $ 


ZE GO. F, P) 上 


sup | faan ll dP 
} nèl 


41 一 


A, & Ut {fn Æ fonn? 


根据 引 理 2.1.2 AU 
P(A)= PCU (f, 天 Tanad 


< Pup || f, Il > 2) 
nl 


< sup EC | fn || ) > 0, (A — co) 
nzl 


} 
可 积 , 由 定理 2.2. 1 58 (fans 1) L, W Sk. 再 由 定理 2. 1. c 
Al {fann n Ze 1) 几乎 处 处 收敛 于 其 L 极限 .换言之 ,在 集 
Ai E (fala JUGE ab eb he he. FF PCA) — 0 A> oo), d 
fadus JLP Ab Abl S. 设 其 几乎 处 处 收敛 的 极限 为 fs. 由 Fa- 
tou 引 理 知 f... 是 可 积 的 . 


M San) 5 Cf) 在 集合 AL 上 是 完全 相同 的 . 但 {fon nz 1) — 
合 


$2.3 独立 变量 序列 的 大 数 定律 与 
Banach 宇 间 的 型 


要 的 基本 内 容 之 一 ， 但 是 经 典 概 
蛆 论 的 许多 重要 结论 对 一 般 的 Banach 空间 常常 并 不 


O 在 经 典 概率 论 的 推理 中 经 常 要 用 到 一 个 事实 ; 如 果 与， 
& 6, 是 相互 独立 的 .有 有 限 二 阶 矩 的 .均值 为 零 的 随机 变量 
则 有 


2 


YE & 
i-1 


但 是 若 将 上 式 中 的 与 ,名 ,5 BEAM Banach 空间 值 随机 变量 ,将 


其 中 的 绝对 值 换 为 相应 Banach 空间 的 范 数 ,结论 却 并 不 普遍 成 
立 ， 这 使 得 经 典 概率 论 中 的 许多 结果 不 能 得 以 直接 推广 
(2) W {r, das. X LO, 4 pe Rademacher 函数 序 > wil, B 


是 一 种 以 概率 1/2 取 值 十 1 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 (或 者 
一 个 Bernoulli 序列 )， 在 经 典 概 率 论 中 , 若 {x,),s1 是 实数 列 ， 则 
下 列 两 个 条 件 是 等 价 的 : 


D>) nz, < Ho, ae; 


o> las 

但 是 , E (zx,),s1 是 Banach 空间 XP WRF, 则 上 述 两 个 条 
件 一 般 并 不 等 价 . 事实 上 ,著名 的 Kwapin 定理 表明 ，Q@ 与 加 等 
价 的 充分 必要 条 件 是 入 线性 同 胚 于 Hilbert 空间 . 

(3) 下 面 的 例子 表明 , £5 HR AY Kolmogorov — Chung 强大 数 
定律 不 能 被 平行 地 推广 到 一 般 的 Banach 空间 中 去 . 

Fl<p<2,tb hi 为 点 空间 中 的 标准 基底 ， 实 数 9 满足 


“二 > Var [r,.CO x,] <+ œ. 
n=1 


i z <q< z (E, Jaai 是 独立 实 值 随机 变量 序列 ， 
PCE, n?) P(E, n) ; 3 YVn>1 
pA 


V,—£&0,, VWn>S1 
则 (Vide 是 2 中 独立 零 均值 随机 变量 序列 ， 并 且 


2q 


` Var (CV) E z is 有 


n=1 n n 


但 是 , 当 n 为 偶数 时 ， 


n=1 


Le a i A 
LERA FAA 7 
n 24 at ian ~ n 
mi =2 
n = 
n n"? 
- M e 
bi 
im 2 2 
pat l—p 
n ( ) 
> amt co, ae n —> oo 


既然 经 典 的 大 数 定律 的 结果 一 般 不 能 平行 地 推广 到 无 穷 维 
Banach 空间 中 的 随机 变量 上 去 , WA, 为 了 使 Banach 空间 值 
机 变量 序列 的 大 数 定律 成 立 , 必须 加 强 条 件 . 这 种 条 件 通常 有 两 
类 : 一 类 是 概率 性 条 件 ,， 即 随机 变量 序列 满足 某 些 概率 分 布 方 男 
HQ ick. 此 类 研究 有 一 系列 相应 的 成 果 ， 建 议 读 者 可 以 参阅 吴 智 
孙 、 王 向 忱 的 专著 《 巴 氏 空间 上 的 概率 论 》， 书 中 有 较 系 统 的 总 结 . 
另 一 类 是 几何 性 条 件 ， 即 随机 变量 所 取 值 的 Banach 空间 的 几何 
结构 满足 某 些 要 求 ， 如 空间 的 丸 一 型 条 件 、(B) 一 凸 性 条 件 、 妃 一 
致 光滑 性 条 件 等 . 本 节 侧 重 介 绍 p 一 型 空间 中 独立 随机 变量 序列 


m 


[3 


—. Rademacher 型 与 余 型 的 定义 


首先 给 出 Rademacher 函数 序列 的 定义 . 实 值 函数 序列 

r,(t) = signsin(2"z£), O<t<1l, n>l 
称 为 Rademacher 函数 序列 . 这 一 函数 序列 有 一 些 独 特 的 性 质 ， 
例如 它 是 定义 在 LO, 1] 上 的 规范 正 交 函数 序列 . 特别 地 ,用 概率 
论 的 术语 来 描述 , {7,(t) ,n 宇 1) 是 取 士 1 值 的 独立 同 分 布 随机 
变量 序列 ， 并 


Peo = SPE == = z Vased 


所 以 , 它 也 被 称 为 是 一 个 Bernoulli 序列 . 

众所周知 ,在 经 典 概率 论 中 有 著名 的 Khintchin PER, B 
对 于 任何 1 过 Pp 二 o, 存在 常数 A,、B, > 0, 使 得 对 每 一 个 实数 
序列 {x,，n 宇 1}，Vn 宇 1 有 


A,( Stat)? ge (| | nx 
正如 前 面 所 提 到 的 , 根据 著名 的 Kwapin 定理 , 车 将 其 中 的 实数 
列 (x, 7 三 1)} 换 成 一 般 Banach 空间 中 的 序列 ， 则 Khintchin 不 
等 式 不 再 普 饥 成立. 为 了 将 此 问题 做 更 一 般 的 考虑 ， 引入 所 谓 的 


Rademacher #! (type) 与 余 型 (cotype) 的 概念 . 

定义 2.3.1 &X# Banach Hle p«2s«q« oo. 
(1) Fk X Æ Rademacher p 一 型 空间 : 车 存 在 常数 B, > 0. 使 
fe T FE fI n Z1 mixto E X, A 


1 n + n a 
(IS nwala) & EOM M un? 
$^ ded i=l 
满足 此 式 的 最 小 常数 B, ding T,X), BK T,X) Æ X lf] Radema- 
cher 妃 一 型 常数 . 
(2) $ X 3€ Rademacher q — RH TH: 若 存 在 常数 A, > 0， 
ERR FERE n> 1 Al ey az sx, € X. 


1 


(Pale AT ll incon ll tae)” $e qe ue 
i i=1 


1 n 4 
max æl <A (|1 Sita l ld), am 
1<i 0 ;二 1 


满足 此 式 的 最 小 常数 A, d 7g C,CND . WR CX) 是 X 的 Radema- 
cher 9 一 余 型 常数 . 
为 了 方便 起 见 , 今 后 Rademacher Pp 一 型 和 9g 一 余 型 简称 为 
pq- RW. 
下 面 对 Pp 一 型 和 9 一 余 型 概念 的 基本 性 质 做 一 些 说 明 , 此 处 
将 通过 定理 的 形式 给 出 一 些 重要 结论 ,这 些 结论 都 可 以 通过 纯 分 
析 的 方法 加 以 证 明 . 于 这 些 都 已 成 为 Banach 空间 几何 理论 中 
的 经 典 结 果 , 所 以 这 里 略 去 某 些 较 长 的 证 明 . 读者 可 以 参阅 其 他 
关于 Banach E [E] E 1e B5 42 $8 Cün y € 2€ s (Banach 空间 选 论 》). 
. 了 一 型 和 9 一 余 型 定义 中 的 限制 
为 什么 在 p 一 型 和 g 一 余 型 的 定义 中 ,对 PpP 和 9g 分别 加 上 
1 过 Pp 过 2 和 2 之 gq 过 的 限制 呢 ? 事实 上 , 对 此 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.3.1 (D 任何 Banach 空间 和 都 是 1 型 的 ,并 且 不 可 
有 大 于 2 的 型 ; 
Gi) 任何 Banach 空间 X 都 是 co 余 型 的 , 并且 不 可 能 有 小 于 
— 45 一 


ap 
or 


证 明 = CO 因为 对 任何 Banach 空间 X K xis € X. 


" "m i 
| Mr@atae<] 5 eld = Dal 
i=l v0 j=] i-1 
故 任何 Banach 空间 X 都 是 1 型 的 . 
G p> 2, 存在 M > O, 使 得 对 任何 NS 1M Lis £st 
te € X, 有 


i | Pre | di 过 «MO PEDE 
B r; = xt E€ S(X) = {xz: x€ X, lal =1},1<i<n, WAR 
据 Khintchin 不 等 式 及 上 式 有 


Aint « [| 3n |a < Mn*, YVn>1 


矛盾 ! 故 任 何 Banach 空间 和 不 可 能 有 大 于 2mm. 
Gi) 因为 对 任何 Banach 空间 X. E4 m Z1 及 Xi,X 


max< 2" Y | Sax =f | Inox d at 
a i=1 


6,=+1 i=1 


故 任何 Banach 空间 X 都 是 co 余 型 的 . 
车 9g 过 2, 且 在 在 My>0, 使 得 对 任意 xi xot 2, X, 有 


MO lal o*«l DaDa | dt 
i= i=1 


在 上 didi EE: SC = (x: x€ X, al =1}),1<i< 


Mn? <n’, Vncl 
矛盾 ! 故 任何 Banach 空间 X 不 可 能 有 小 于 2 的 余 型 . 


于 (多 | zl2)7 是 户 的 单调 递减 函数 ， 故 有 以 下 结论 ， 


定理 2.3.2 (iD E 1 pi <p <2, MR Banach 空间 六 是 
pi — 9, WX te zt p, 一 型 ; 

GD #2 qi x qs «oo. WR Banach 空间 入 是 qi 一 余 型 ， 
则 也 是 9 一 余 型 . 

2. Kahane 不 等 式 

Kahane 不 等 式 可 以 看 作 是 Khintchin 不 等 式 在 Banach 空间 
中 的 推广 , 它 有 许多 重要 推广 ,人 至今 关 于 Kahane Khintchin 不 
等 式 的 研究 仍 在 继续 , 这 里 介绍 的 是 一 个 经 典 情况 . 

定理 2.3.3(Kahane FÆR) d$ 1<p<co, Jl f E MM k, >0 
使 得 对 任何 Banach 空间 X, FE n Z2 1 Rasa x, € X, 有 


[DaDa has (| 1 Eroa raz)" 
0 i=] 9 i=1 


< K,[ | SnWa,; | ae 
i=1 


若 不 关注 型 常数 T,(X) 和 余 型 常数 C,(X) 的 大 小 问题 ， 则 
| Kahane 不 等 式 知道 在 p 一 型 和 g 一 余 型 的 定义 中 数字 “2”( 及 
“1/2”) 可 以 用 任何 数 “r”( 及 “1/r”) (1 之 7 二 co) 代替. BR, 
对 不 同 的 7, Pp 一 型 常数 TT,(X) 和 g 一 余 型 常数 C,(X) 可 能 改变 ， 


4. 型 和 余 型 的 弱 对 偶 性 
EM 2.3.5 (D #1l<p<2, 如 果 Banach 空间 站 是 pp 一 型 


g 一 余 型 空间 ,其 中 l,l1. js 
b q 


自 反 Banach 空间 ,如 果 入 是 9 一 


空间 ， 则 X* 


是 
GD #2<q<+o,.X# 


余 型 空间 , YX 是 一 型 空间 , 其 中 方 十 二 一 了 
q 


5. Kwapin 定理 
ce FE 2.3.6(Kwapin) 若 和 是 Banach 空 间 , 则 和 既是 2 一 
型 空间 又 是 2 一 余 型 空间 ， 当 且 仅 当 X 同 构 于 Hilbert 空间 . 


二 、Z 一 型 空间 中 的 大 数 定律 


前 面 已 经 指出 , 在 一 般 的 Banach 空间 中 经 典 概率 论 中 的 许 
多 极限 定理 不 再 普遍 成 立 ， 本 节 将 讨论 Banach 空间 中 独立 随机 
变量 序列 的 强大 数 定律 , 这 里 并 不 追求 系统 和 全 面 ,而 仅仅 讨论 
Kolmogorov— Chung 型 强大 数 定律 和 Marcinkiewicz 一 Kolmog- 
orov 型 强大 数 定律 这 两 个 最 著名 的 定理 在 Banach 空间 中 的 推 
广 ， 以 揭示 Banach 空间 的 型 和 余 型 性 质 与 大 数 定律 之 间 的 内 在 


但 一 般 来 说 这 3 


不 涉及 本 质问 题 . 


ls 


Ko 


mogorov— Chung 型 强大 数 定律 


另外 注意 到 , 当 取 Gu), C RIN, 由 Kahane 不 等 式 可 以 
立即 得 到 Khintchin 不 等 式 . 自然 , 由 此 得 到 的 Khintchin 不 等 式 
中 的 系数 A, MB, 不 一 定 是 最 优 系 数 . 

3. L,(Q) 空间 的 型 和 余 型 

A N, Z, L0 是 任意 有 限 测度 空间 ， 记 LN, BoysR) 为 
L, D, 则 有 以 下 结论 . 

定理 2.3.4 (D Hi l1« pae 2. L,COD) Æ p— dI 2 — A 
型 空间 ; 

Gi) #2 <q <+, M LD 是 g 一 余 型 和 2 一 型 空间 . 

— 47 = 


1976 Æ, Hoffmann — Jẹrgense 和 Pisier 证 明了 下 述 定 理 ， 
表明 了 Kolmogorov 一 Chung 的 强大 数 定律 与 Banach 空间 的 型 之 
间 的 密切 联系 . 

定理 2.3.7( Hoffmann—J¢rgense, Pisier) iX X Banach 
FH, ISPS, WA FREER: 

G) X Æ p — x; 

GD 对 任何 零 均 值 独立 X WED EEF an nz dl Æ 


D nPE | x, |? < oo, W {r n Z1) 满足 强大 数 定律 ， 即 
n=1 


— 48 


Gii) 对 任何 (x,) € X^, Æ Sw*E ll a, |^ < oo, WU 
n=1 
(rx, 21) 满足 强大 数 定律 ， 即 


n 

al 

= > r;r; > 0, ae. 
n i=l 


Pra Bernoulli 数列 . 


H g 


证 明 CO GD E X 4E p— Xi]. WHEE ARM n,m ， 
有 
mm mtm 
El Diizl?*<K $ iE | l? 
1 一 7 十 1 


1 一 7 二 1 


其 中 为 一 仅 依 束 于 2 Wa nm, (x 均 无 关 的 常数 . 


JLE || a l? < ~ 
i=1 


>H 


此 FELO Pkk. 利 


| Itó — Nisio 定理 ( 即 Lévy 收 


SE AS HY pe HEA Banach 空间 


hif Eros. D) 也 几乎 处 处 收 


fk. 再 利用 Kroneker 9| 848 — $22; > 0 , ae.. 
n 1 一 1 


Gi)=> Gii) 显然 成 立 . 
(iii) 之 (Ci) 为 此 考虑 两 类 空间 
Gy = 


= {x= a) € X, æla AO} a? lx | 9% « o) 
i=1 
G 一 


g ly 
(z= GO € X^. Talla, A supl Onell, <] 
nml i=] 
容易 证 明 Go .G, 是 Banach 空间 , Gii) lf] Be sr. Zi ifi Go C G,. 考虑 
恒 等 映射 I: Go > Gi. He? = (xD) € X^ 使 得 ‖z21ec 一 


0, | ate 


x || 6 0, x— C(x)， 则 前 者 说 明 xi — OCR > 


nzl 
此 得 到 对 于 每 
理 知 ,存在 C 


sup | >) rP — xD lu, > 0 k 62) 
i=1 


“Nn, 1P > z, = 0 (Reo), 从 而 
0.4548 Yn>l, (zx,) € X”, 


闭 图 像 定 


EC | > rel) ew »5 ** lel nal 
i=1 i=1 
将 此 式 应 jT C0529 40524 rt 9 Ln Oe), Vi 
~ 一 一- 
k^ 


n ken 
E( || Dynal? )= E( Sree ll?) 
t=1 


i=k+1 


CCEFD D GHO” || zll? 
i=l 


k+n 


< c(Ety Sus 
i=1 


JE XH 


nS k—> co, 得 到 


E(Il Dine *) € X asl? 


A X Æp es. 


2. Marcinkiewicz-Kolmogorov 型 强大 数 定律 
1981 Æ, De Acosta 的 下 述 定理 刻画 了 Marcinkiewicz — Kol- 
mogorov 强大 数 定 律 与 空间 的 几何 性 质 的 密切 联系 . 

定理 2.3.8 设 久 是 可 分 Banach FE, 1< p «c2, W FRA 
件 等 价 : 


mz 


G) X ft p — 38 zs [8] ; 


Gi) 对 于 每 个 零 均值 独立 同 分 布 的 义 值 随机 变量 序列 (mu. 
# Ell x ||’ << oo, n 


n 

1 

= Hi > 0, ae: 
n' i 


证 明 DSG ER. 对 于 每 一 个 上 EX ，( 帮 zz)) AR 
值 独立 随机 变量 序列 . 因此 


4 S, n 
S(t) +0. ae, H. 中 5i e» d 
i=1 


n 


若 X 是 一 型 空间 ,下 是 X 的 有 限 维 子 空间 , 则 商 空间 X/F 


仍 为 2 一 型 空间 . A 1zlr 是 X/F 上 的 范 数 , WVe>0,F 


S. | ; 
P(WZE >e)< GEIS. I 


ae 
<S Elz l? 
ne^ 15 


C p 
< a | Tı | 


于 下 | zl 一 co, 若 记 X 的 所 有 有 限 维 子 空间 为 F, 
X 的 可 分 性 容易 得 到 


limE || xi |$ = 0. 
Fea 


uae) 为 3， 的 分 布 函数 nue X Ear C Ae 
n no? 


D, 9 中 的 序列 poy FIC pe IU TEE APEX TE A GE IR 

ub ae "PEINT a 

S es | edu | gdu 在 关于 SW ERRARE n( 05) 构 

成 了 9 中 的 弱 相 对 紧 集 , HERE COUTE FU 其 极限 是 在 零点 的 
S ? S, 

xs > 0 A NIU. > 0, a.e.. 


Dirac 测度 6,. 从 而 


GDG) 由 于 任何 Banach 空间 都 是 1 一 型 的 ,所 以 不 妨 设 
p>1, x 
G = (x € L,, Ex = 0), lele = lel, 
Sn 


n? | 


G, = {x € Ly}, | æl c = supE | 


容易 验证 Go, G WH Banach 空间 . 考虑 包含 映射 J: Go > G. 
易 知 了 具有 闭 图 像 ， 从 而 是 连续 的 . 于 是 存在 CC 之 0, 使 得 


Yre G, 有 
Ell S, |l s Cn"* | xi Ia, 
从 而 知 X dE p nun. 
3. 9 一 余 型 的 概率 刻画 
定理 2.3.9 设 久 是 可 分 Banach 空间 , 2 « q < 一 co， 则 下 述 
条 件 等 价 : 


G) X æq — RIETI; 


Gi) XP (mn) C X, 使 M nO x, «ooo, ae, Bü 
n=1 


>) m] * « eos BL (o eic QUOS 


n=1 
Gii) 若 Xs) ai CX, 使 sup | Mrz | «coo, Q. €. yu 
2 i=1 
(xu € LK). 
证 明 (D (iD — X (nc X, 


sup | Mns | «ee. a. e. . Bt 
n = 


sup || Mns | € LC 
ie i=] 


从 而 
n + 
sup (| | Snax; | de) 
9 i=l 


E (| (sup || DU ni I? )at) «co 
9 i i=1 


因为 入 是 g 一 余 型 空间 ,， 故 存在 常数 天 ,对 任何 n, 


n i | n i 
(3 HM )*« K(f 1 Dr I tar) 
i=1 9 i=1 


<K( (sup ll Pral’)dt) «e 


i=1 


因此 ， (>; | 28, |1) < ee. 
n=1 
Gi) Gi) 显然 成 立 . 
Gi>a) $ 


Va 三 c= {En Yaz C X; Aces, a. e. ] 


n=1 
1 " i 
1zlw = E Gals, & sup(] ld) reas ae) 
2 i=1 
V, = LX) 


iF, 2545 <, Jl sup | Os | «ee. 于 是 


n=1 


e 
l| (æn) ll v, = sup | | nO | i) 
n 0 i-i 


1 


<= a sup || Srna; | a) «oco 
n i=l 


0 


容易 验证 Vo» | + | v ) Æ Banach 空间 , $8 4& fF GD, 映射 : 
I, Vo — Vas Ht TC x hop) = Guns 
是 可 以 定义 的 ， 且 易 证 了 是 闭 线性 算 子 . 根据 闭 图像 定 理 , [是 有 
界线 性 算 子 ， 由 此 立即 得 到 是 9 一 余 型 空间 . 
对 于 独立 随机 变量 序列 ， 有 以 下 重要 结论 
定理 2.3.10 设 X 是 可 分 Banach 空间 ， 
条 件 等 价 : 
(入 是 9 一 余 型 空间 ; 
GD 存在 某 个 常数 有 ,使 得 车 {z,(o) h Æ X TEC HAM y 
随机 变量 序列 ， 则 


MEI x2» | * < KE || 5) rw || * 
i=1 i=l 


EW) Mme, 参阅 参考 文献 [67](1976) 


=, Clarkson 型 不 等 式 与 型 和 余 型 常数 


Clarkson 不 等 式 首先 是 由 Clarkson 于 1936 4E fE Sp 25 — 380 h 
空间 时 提出 并 证 明 的 , 随后 引起 许多 学 者 的 关注 ， 并 分 别 从 不 同 


的 研究 角度 得 
Clarkson 不 等 


系 . 


在 定义 2.3.1 中 已 给 出 了 轧 一 型 和 q 一 余 型 的 定义 . 正如 前 
面 已 经 指出 的 ， Kahane 不 等 式 ， 显 然 还 有 下 面 等 价 的 定义 形 


式 . 


到 一 系列 各 种 推广 形式 . 这 里 将 介绍 的 事实 , 证 明 
式 与 Banach 空间 的 型 和 余 型 常数 之 间 有 密切 联 


定义 2.3.2 WH Banach TĦ, 1 x p x2 «oq x co, 


( 
得 对 于 


DÉXE 
F 任何 nz 


(i Dra: rae)’ <M 
° del 


: Rademacher p— 型 空间 : dz df E wA M, > 0. 使 


1 和 Li 9 La 9 °°° 9 En c X, 有 
(X | eile) 
i=l 


(2.3.1) 


满足 此 式 的 最 小 常数 M, WA To CO. HK Ty XD 是 和 的 
Rademacher p(s) 一 型 常数 . 
(2) 称 入 是 Rademachergd 一 余 型 空间 : 者 存在 常数 N, > 0, 


(Sat)? < 


使 得 对 于 任何 


nzlBd4izm;.x.-x€xX, 


1 


N([' | Sethe I tns 2<mq< 00 
i=1 


1 ex 
max || æ I <N,(| Da ledt), q= o 
1<i<n 0 = 
(2.3.2) 
满足 此 式 的 最 小 常数 N, WI Co CO. 称 COO 是 X im 


Rademacher g(s) 一 余 型 常数 . 


注 


0H 


s— 2I. 3E X 2.3.2 即 为 定义 2.3.1; 


Q 显然 , F#l<s <s, WA 


DS Tig CX) Tuus O0 
lub sper On 


© 注意 到 所 有 Banach 空间 均 是 1 一 型 空间 和 ce 一 余 型 空间 , 而 且 对 于 


任意 1 过 一 co ,有 


Tio (X) = Coo XO = 1 


D Rademacher 函数 序列 的 定义 ， 有 


(. 


n È n i 
I 9n Cn lla)” = (FA Maa)’ 
i=1 0-31 i=1 


28 Y BIRT, 规定 以 下 分 别 以 pog 和 s 表示 指标 p,q 和 s KIH 


数 ， 即 满足 
Lon odo eq desi 
p p q d EC 
定理 2.3.11 X 1-p5z«2H pass p, X FAm 


x.y € X, W Banach 空间 满足 Clarkson 型 不 等 式 


"^B X & p — 型 空间 
Ae Bl dh, NX 成 立 Clarkson 型 不 等 式 


2: (zl ?+ I yll^)* 
(2.3.3) 


S aln |[x—yl^)' < 


To (OO = 1. 


(| z—yl*)? «2 O x^ toll’)? 
相应 地 
(Iz yl*4 game «2*(Ixl*-M- yl)? 
= H4% 4 XJ p— Fy 28 间 oe 相应 地 Tx» (O=1 
证 明 d) 充分 性 . 只 须 注 意 到 定义 中 取 M,= 二 1 和 n= 二 2, 


则 上 述 Clarkson 型 不 等 式 仅 是 pp 一 型 空间 定义 中 不 等 式 的 特 


例 . 


(2) 必要 性 . GEN 成立 (2.3.3) 式 ,证 明 (2.3.1) 式 成 立 ， 


M, — 1. 用 归纳 法 ， 当 nn 一 2 时 ,结论 成 立 是 显然 的 ， 假设 


(2. 3. DRŽ 


n= kW uv. 则 当 n 二 有 十 1 时， 有 


k+l 
f | ria, 


1 
2 


IN 


IN IN 
M. — 


j=l 


从 而 对 于 任何 n 宇 1 


1 
(rooml 


定理 2.3. 12 
y € X, liil Banach 4% 


Cx yl + 


1 
( | oe 上 
j=l 
1 k 
| Dr Wz; 
0 TE] 


| dt 


j=l 


+ || xen d^)! de 


p 


ae) e (f. 1 


p bl 
| Xj I “十 | ep | ] 


T. 
- Iz; 0^] 


成 立 


H2<q<o Hd <s 
x 间 满足 Clarkson 型 不 等 式 


1 
q + 


| zz 一 y| 


特别 地 ,和 成立 


Clla+tyll*+ | 
相应 地 


e+ yl + 


当 且 仅 当 XX 是 g 一 余 型 空间 


Cao CX) = 1. 
Clarkson 型 不 等 式 


Iz—yl 0* « 2* Cl xd d 


1 


lz-yllDOr< 


1 
ar Cell? 


4SAM4 X 是 9 一 余 型 空间 且 Cus QO=1, 相应 地 
证 明 显然 ，(2. 


3.4) 式 与 下 式 等 价 


) ”入 2 ciel’ + yl 


= 二 | ( | Sora a lE EX O2 a E) 


Bob 


a) 


<a 对 于 任何 x, 


(2.3.4) 
Hyl 
Eyl” 

(2.3.5) 


Cro (X)= zl 


Clzls+ yio? < oe 
ix H4 4) 94 (2. 3. 4) RAN (2.3.5) 1 J ufllr—y-v, 
MERE CoU ME nip qur 
显然 的 . 

ee 归纳 法 证 明 
(2.3.2) 式 成 立 , HN, — 1. 245m — 2 INE. 结论 成 立 是 显然 的 . ME 
设 (2.3.2) 式 当 n = RI RE, PH d 有 


kH 


Ih | Dray l'at 
p - 
il ( I Sica: + zen db dl nO, 一 Tan | ')dt 
9 j=l j=l 


1 k ES 
>f OÓMsOs Vt VF nag nta: 


- k a i 
([ 1 3305s rar)! e ([ a manat 
L Mo = 0 


x |t 4 nal] 


V 


V 
M 


z=] 


ATIN FAEM nz 1， 成立 
(1 3isos riu)! PE 197 


82.4 WPR Banach 空间 的 凸 性 和 光滑 性 


前 面 介 绍 了 Banach 空间 的 RNP, 型 和 余 型 与 随机 过 程 的 概 
率 性 质 之 间 存 在 的 内 在 密切 联系 , 这 类 性 质 属于 Banach 空间 的 
拓扑 性 质 , 即 仅 依赖 于 空间 的 拓扑 而 在 等 价 ne ey ea 


些 属性 . 本 节 将 介绍 Banach 空间 的 - 致 光滑 性 ， 并 
揭示 其 与 缺 不 等 式 之 间 的 密切 关系 . 这 是 一 类 由 空间 特定 范 数 所 
确定 的 度量 性 质 ， 当 范 数 改变 为 等 价 范 数 时 可 能 会 随 之 改变 的 空 
间 属 性 . 


、 则 性 模 与 光滑 模 


BLUR CX. ] + |) AX Banach 空间 . 
定义 2.4.1 F X Æ Banach F, 其 维 数 dim X > 2, HK 


p- Leto 
Ox Ce) = inf < 2 V 
zl | yl =1, Cee 
(0 委 s 委 2 ) 
Ab X 的 凸 性 模 人 modulus of convexity); 称 
1 
zol 十 lz 一 yl 一 1 
ox(t) = sup E l l | 
lel =1,l yl =r 
(cr > 0) 


是 X 的 光滑 模 (modulus of smoothness). 
Banach 空间 和 X 称 为 是 一 致 目的 : 着 对 于 任何 es 二 0， 


Bx (e) > 0; 称 为 是 一 致 光滑 的 : 若 lim Z = 0. 


T0 T 
f| 1 对 于 Hilbert 空间 H, 由 平行 四 边 形 公式 直接 得 出 
2 1 2 
óx(9 = 1— (1 > z bole), (ee 2 


pox(r) = (1+ rr)? —1 ptt), r> 


所 以 A BEE BC AY Me BOG HY. 

pl 2 x | - l:-ÆL KNW. WC, || + ||.) 是 Hilbert 
au. xb 上 定义 新 范 数 
sll x. ||), Va=(x,) € Lb, 


| x || =m 


容易 知道 |el < lel s21lxls BEL E d 5 ds dx 
A 


等 价 范 数 . 但 44 在 范 数 ‖ | TRO EU. puce — 村， 
1 1 1 
x= [gabs la "IE [grise 则 jel dy] 91 
1 my 1 
| zz 一 yl = yo 此 时 | ; | = 1, Deeg (z)=0. 


此 例 说 明 Banach 空间 的 一 致 凸 性 依赖 于 特定 的 范 数 ， 当 
数 改 变 为 等 价 范 数 时 可 能 会 随 之 改变 . 

关于 凸 性 模 和 光滑 模 , 介绍 以 下 儿 个 最 基本 的 性 质 . 

定理 2.4.1 iz X # Banach 空间 , X^ Æ X WHA. MW 


lik 
t 


是 
GD py O&O Ste, (>0,0<e <2) 


Gi) Px: (tr) = sup | = (r2 0) 
o<e<2 


Gii) p, CO = sup | ee (€). (r > 0) 


0<e<2 


Gv) X 是 一 致 凸 空间 ， 当 且 仅 当 和 ”是 一 致 光滑 空间 . 
} 


证 明 G) dd SX) = {xE X, Jz] = 1}, Raye 
S,(X), 上 x 一 yl =s 取 zy € SCX"), 使 得 

a (zr 二 y= |atyll. y a-y) = nz yl 
则 

2p S | x* +ry* | + d x* -wy || —2 


Sa (a+r (a) +2" (y)— ty" Oy) — 2 
= XxX" (x+ y) +ry*(x—y)—2 


| x4 »yll +e-2 
从 而 
Za (D t2 — x+yl Se 
dicte 
e,. CO 1 tul. 


B VINER HE. OD OX. 

GD 在 上 述 证 明 过 程 中 , HET ay” € S5, N ) 或 关于 
x.y € SX) (保持 | v— yl =s) 取 上 确 界 ， 上 述 各 式 均 为 等 
R, 即 可 得 (i) 式 成 立 . 

Gi) *6 x'.y' € S,CX"), |x' —y' | =e, V9 0, XX 
xy € SCX), 使 得 


(xt ^X caet Aet]; 
ay aay ll = y 
则 
20.CD | xc zyld-clz-—zl-—2 
mx xdv ax! y hy aey y= 
Gr* i pd y dy—2 
Zee 3 | ela = y* | =2= Wey 
= |z* +y | eae = 4+7 
即 


2p) +2 ll a” +y || 2m — ey 
7 是 任意 的 , 与 ii) 中 一 样 取 上 确 界 ， 即 得 (iii) 成 立 ， 
Px: Cr) 


= 0. 对 于 


Gv) 首先 , w 入 ”是 一 致 光滑 空间 , 则 lim 


M Cr) 


0O<e<2, Rr ee), WRI 


E p © A 
mu o, O< 7. Al 


1 GD 中 的 不 等 式 , 6x(e) > IE 0, EX E Sum RI. 


Ox* (D = a ( € jue 
T o«eca 2 T 
TS Ox* Cr) 、 " 
di lim z = a > 0, WHA SA (e). (n). HP tn 一 0 


= = 不 妨 设 e, > ay (n> 00), 否则 


过 渡 到 子 列 , Wa Sa. 从 而 Sx(Ce,) < os 285 此 时 必 有 


. Ox« CO 


T0 T 


—0, B] X^ 是 一 致 光滑 


定理 2.4.2 一 致 凸 空 间 与 一 致 光滑 空间 都 是 自 反 空 间 . 
证 明 只 须 证 明 一 致 凸 空间 自 反 , 之 后 由 定理 2. 4.1(iv) 得 
到 一 致 光滑 空间 自 反 . 
vrze X**, |l =1. 由 于 Bx= (zex: |x| <4 

By: ={xE X”; | al <1} mw WEK, RA (x. A€ 
A) ,使 得 w” lim x = z, BR f € X*, | fl = 1 使 得 f(x) 
> 1—dxle). 于 是 3A HAA DA 

fix) S1l-—éxte), f(rr) > 1— éx le) 

| 273p > g(5—2)mi-ao 


Td — BPE, | x,— xy | <e XH. MAT y € X. KX 
WERr-hnnocüicXAX-X. Aat X Bs. 


Z., p 一 致 光滑 空间 和 4 一 致 凸 空间 


定义 2.4.2 称 Banach © F X Æ p -MIGI HW, ATE 
C> 0, 使 得 


p, CO < Cr’, (r > 0) 
i X Jk q Sul. HATE Co 0, 使 得 
Ox(e) > G°, (0 « e « 2) 
前 面 已 经 指出 ，Banach 空间 的 一 致 光滑 性 和 一 致 凸 性 都 属于 在 
等 价 范 数 下 并 不 能 得 以 保持 的 度量 性 质 , 因此 引入 如 下 定义 . 
cd c 


定义 2.4.3 $R Banach F fa] X Æ p — $i np SEH CR np — Bt 
滑 ) 的 ,车 存在 等 价 范 数 使 之 成 为 了 一 致 光滑 (或 一 致 光滑 ) 空 间 ; 
称 Banach 空间 X Æq 一 致 可 凸 (或 可 一 致 凸 ) 的 , 若 存 在 等 价 范 


数 使 之 成 为 9 一致 凸 ( 或 一 致 凸 ) 空 间 ， 


定理 2.4.3 对 于 任何 Banach 空间 X, 其 一 致 光滑 性 定义 中 


的 指数 之 不 可 能 大 于 2, 一 致 凸 性 定义 中 的 指标 9 不 可 能 小 于 2 . 


证 明 设 有 0 过 9 过 2 和 C>>0, 使 得 
Ox(e) > Q, (0 x e x 2) 


例 1 中 计算 的 结果 6, (eO = = + ole), 故 


注意 由 Dvoretzky 定理 L Banach 空间 中 有 限 可 表现 . 据 


9; (©) Ze ôx (ae) > Cate’, 0<a<l1, 0<e<2 


£ ole) > Care? a t 


出 C= 0, 了 矛盾 . 


0, =f? 十 ol(T)， e, © < oo ， 容 易 和 Bi C= 0. 


同样 地 , aA 2< p<co MCS 0 HR pO < 


gat 1) > Ca, ett), RAG 


G^. HT 


定理 2.4.4 Banach 空 间 和 是 9 一 致 凸 的 当 


KAX Ep 


BOG. H HOt a 2 二 9<<o: 


证 明 (1) 必要 性 . BW 2<Mq<oco, CS 0, ôx) > G*, (0 


<ex 2). 定理 2.4.1 2 Gi). A 


py. = Sup 人 sup (7 Ce") 


2 


A 


m > 


达到 , BK 


«o = (FO) 是 四 函数 ,其 极 大 值 在 (x) 
值 为 
1 + , 
2 (zm) Cla Cu = Cr! 
E = 


其 中 C 为 常数 , 于 是 得 到 po CO C^. 62 0. 从 而 X & p 
- 致 光滑 空间 . 

(2) 充分 性 . 1 px 2, Co 0, pp CO « Cr’, WEH 
2.4.12, (00, 有 


Ox(e) = sup (DF ex (2) ) 


类 似 于 (1) 的 讨论 可 得 ,和 是 qd mai. 
定理 2.4.5 X X # Banach Bik}, 1 — pz 2x q-« co. 
G) XX 是 pp 一致 光滑 空间 , 当 且 仅 当 存在 K 0. 使 得 对 任何 
xa yE X A 
[ztyl?+ pr ^mm aet x yl? 
(2.4.1) 
Gi) X 是 9 一致 凸 空间 , MAM 4H K > 0, 使 得 对 任何 
x.y€ X. 有 
lx »l*-—-lx—»l*z2lxlt*-Kl»l*(2.4.2) 
证 明 G) 充分 性 . X (2.4. DUREE mr. yc X. 
lx] =1, Iyl =r 9 


1 K 
(z+ yl ?+ |2=e "j= te ae 


ESO a qo 
2 2 


根据 g(t) = 1^ BR R Be PE JR 
e, CO sup ( letal ies] ) 1| 


> | Ger ya he pl =1 


2 
J = b 
< sp (Lebel Leo y a) 
1 | pj b 
< sup ; (xt »l Elx—»ll ) 1 
«Ro 


必要 性 .容易 验证 下 面 的 基本 不 等 式 : 
u’—v? xi; pu^ (u— v), u,v>0 (2.4.3) 


| uc v|?4 ; |u—vl|?<|ul?+]v|?, u,v E R. 
(2.4.4) 
#C>0, o <C, r>0, W Vx,y€ X. |l =1, Ily] 
一 rz， 有 
asy x—y : 
Ee | Sm qp endet b 
| | | 2 | <Cly| 
于 范 数 的 齐 性 ， 上 式 可 改写 为 : YX,y€ X (x 关 0)， 
Eo ya go lyi? 
< 1 Cai ie) 
1 +1 p < el fi eH) 
或 者 
i 
gl e »ll = Chel + Iyllot 
| x—»l—Cl xl — H1 »l» 
b 
« CI xl | yl (2.4.5) 
| x ||? 
4X9 u= |s+yl ,v= |ail+ ilyls M@eu= | x 一 y|， 
v= zl 一 上 yl, 则 分 别 得 
bz yl*- Obl + dy 
b T 
arm tty Cl xc yl —Clxl t+ kyl 
Daz—ypr—lopxp—|gylo 
2 2 
P pol - ^ 
s x—y Cllx—»ll —Cl xl — lylo 
两 式 相 加 再 应 用 (2.4.5) 及 (2.4.4) 式 得 到 


— ety? + lz— yl?) 
sepala Wyle t+ lal = lolo 
C b 
pelepele Pet 
Ez 


< lol? + ly ll? + 2C l y Il? 
= |x|]? + a+ p2?C) || yll? 
#ilyl > lel, WEZH letyl <2llyl 得 到 


z Ces sd e ael) 
< l2yl^s Ixl^-c-2*l yl? 
FDA K > 0 使 (2.4.1) 式 成 立 . 
Gi) 充分 性 . 若 (2.4.2) 式 成 立 , 对 于 任 给 u,v € X, 考虑 


z= |ulvt lolu, y-lulv— lvlw f&AXQG.4.2 88 
到 
2(2 || wl ll vl »* 
z2zllwlvtlvisult-KI lwlv— lvl uls 
z laul = lvl =1, |u 一 vl =e, WEZ 


2*1 > 2 | u+ v || * 4- Ke! 


uc Vas _ Kye" 
pee 
不 等 式 1 一 gi 过 g(1 一 a) (0x ox D 得 到 
= tt | “+r 
Ke? 
= inf {1 | el E 
q 2 2" q 


必要 性 . # C — 0, 6x(e) > œ, di EE 2.4.4 知 ,存在 
C >o, 使 得 


peu. CO x Cr 


HAG@MMUEHW,. Yz, y E€ X, E K>0, 使 得 
外 过 A =a l^sx2lx l*-Kl»' |? 
Sk= 2° HAM y^ RE ry”, 则 得 到 
lw sed yg Poe aet e T 
委 21z |?+ ly’ I? 
WEA cz, yEX, Bax’. y CX’, 使 得 
læt |? + yx 1*=1 
x (aty) yy (rx y= Cll aty | 9+ | ze yllo 
于 是 
ler yl t+ lez-v’ 
= |a*(at+ty+r'y’ Gy 
Clx* +rty* | kel + lat —rty* | Idyll! 
hæt +y e+ lx ee Pcie ls qe 3 
lx et iy lov cl all *+ lvl * 
= 27? CI all t+ Il yl 
于 是 
zl 十 yl > Clatyll*+ lx—»l*»2 "7 
Jatyfithr,xa—yRihy, We 
Tz+yl t+ leyl > Cl 2x] + | 2y |] 2-7 
二 22( z+ | yl’) 
定理 2.4.6 X 1-— pae 2x qc co, lij 
G) p — fS up o6 i8 ^* n] AE Rademacher p 型 空间 ; 
Gi) q 一 致 可 凸 空间 是 Rademacher q 余 型 空间 . 
证 明 车 让 是 bp 一致 可 光滑 空间 , WU Yx ,zs，… ,XE X, A 


f Dna rae 
E i-1 


q 


IN IN IN 


i äi a=] 
=F) Cl Sn@ata d+ I Dna zl?)d 
0 =] i=l 


其 中 {r CD) 是 Rademacher 函数 序列 ， 定理 2.4.5 知 


| | Dr rae 
E (I EE |^4 二 全 | | 


n—l 


1 
- | Seton de + I a 


反复 运用 此 方法 ,最 终 得 到 


[WV Dn@a ded EESE 

从 而 六 是 2 型 的 , XT p Sup n. 换 为 等 价 范 数 , 结论 
仍 成 立 ， 
对 于 9 一 致 可 是 空间 可 以 完全 类 似 证 明 . 


=. GRADES RASH 


975 f£, Assouad £5 Hi T p — FOGH Ax Ta Aq 一 致 凸 空间 如 
下 的 由 条 件数 学 期 望 确 定 的 特征 性 质 ,这 将 成 为 后 面 建 立 Ba- 
nach 空间 值 款 不 等 式 的 基础 . 
定理 2.4.7(Assouad) 设 和 是 Banach 空 间 ，(Q2,， F, P) 是 
概率 空间 , 1 过 pm2<q<oo, N 
G) X & p — 56mm. 23 HOLO XE TER C — 0 ,使 得 对 
T L,CX. P) 中 任何 两 函数 gus gu. 其 中 8 X T o — RMF 可 
dil. 4, C 9, C 4.J9tH Ele: | A) — gi Xl 
ECL gzl^—lgl^lsáoscECIg —eml^l2)») 
(2.4.6) 
Gi) 入 是 qd 一致 凸 空间 , MAMA EM CS 0 ,使 得 对 于 
L,CX, P) 中 任何 两 函数 ei. go. 其 中 g RF o— fUR 9; THM, A 
CH CCF, 并 有 ECgo |A) — gi, W 
E e lle leg1Il*Il2ozckECIg —nl*145» 
(2.4.7) 
= d 


T 


证 明 CO 必要 性 . 设 入 是 2 一致 光 滑 空间 , 据 定 理 2.4.5 
fl dK > 0, HE Vrye X8 
latyll?+ le~ yli <2] zl’ +K yl? 


(2.4.8) 


T 2g — Ele: | A) = gı, H Jensen 不 等 式 得 到 
le ll? = |2g— Eg | ADI? SEC 2g, eg Il? | AD 
(2.4.8 XV P$ c=, yg 8 o 并 且 关 于 | A REIHE 
EClgl^-c- ial’? | Ad 
SE el? + | 2e—e |? | AD 
<2EC all’? A) + KEC | gz —gl^ | F 
故 (2.4.6) 式 得 证 . 
充分 性 . 设 (2.4.6) 式 成 立 ， Vx. yE X, g Sr, g =r 
+ey, HH e 是 一 个 Bernoulli 随机 变量 ， 即 Ple = 1) = 


成 < 二 站 三 WE. | A) = e, BPA = ale — 1), 


= 


(e =—1}). 代入 (2.4.6) 式 且 不 等 式 两 端 取 数 学 期 望 得 
EC|la-+ey ||P — Fed *»ss Cll yl? 

此 即 (2.4.1) 式 , He HE 2.4.5 A X Ep — MOI a MA. 

Gi) 同样 应 用 定理 2.4.5， 可 借助 于 q 一 致 凸 空间 的 不 等 式 
(2.4.2), RWFG AGE. 

接 下 来 , 运用 Assouad 定理 , 讨论 关于 Banach 空间 值 蒜 的 
ABS EK 

定理 2.4.8(Pisier) WW X # Banach 空间 ， 则 

G) XJ p — 383618 78 ]R] (1 < p x 20.05 HIC fr HH 
C0, f oT 5—^- L, AF, P; X) Bf = (farao 成 立 


supE || f, l^ SEI fo NA Oui (2.4.9) 


nz n=1 


GD 和 是 d 一 致 凸 空间 (2 aq — ceo), 当 且 仅 当 存 在 常数 
C>0, f ANT 8—^ LNA, F, P; ND Rf = Cf uso RE 


supE | f, ||" > Ell fo ll? + CE Il df, ll * (2.4.10) 


n=1 


证 明 Gi) 必要 性 . Ww X p 一致 光 滑 空间 , 定理 2.4.7 之 
(2.4.6) 式 中 取 gz = far m$ = fa WE 
ECI Fe ll? fees Pla? 
S KECI fa — fia ll? | Fad, Yn>0 

取 数 学 期 望 得 

El fale EN fa |? 

S KE || fa — fmm || * = KE || dfa || °> Vnzo 
将 所 有 这 些 不 等 式 相 加 即 得 公式 (2.4.9). 

充分 性 的 证 明 是 显然 的 . 

Gi) 运用 定理 2.4.7 Z Gi), XWF GWW. 
现在 介绍 一 种 特殊 的 款 , 称 了 = Cf, 是 Walsh— Paley # 
(有 时 简称 WP BO, 若 (Q.F, P) 是 [0,1) 上 的 Lebesgue 测度 ， 


H 


Fa 是 由 二 进 制 区 


«dix 2") 生成 的 c 一 代数 ， 


= 
x 
本 
一 一 
ri 
"Sp 
= 
Is 
eee 
= 


并 且 Pdf. =+ 2) = n a Bin, i 的 不 同 而 改变 .WP 款 是 一 


种 特殊 的 款 ， 自 然 对 于 它 (2.4.9) 式 、(2.4.10) 式 成 立 . 另 一 方 

面 ， 定 理 2.4.7 的 充分 性 证 明 中 所 举 出 的 x 与 x 十 ey 恰好 是 一 个 

WP 款 的 最 前 面 两 项 ,因此 有 以 下 结论 . 
定理 2.4.9(Pisier) W X Æ Banach 空间 ， 则 
G) X 是 妃 一 致 光滑 空间 A< pd, H CCS Fe HM 

C > 之 0， 使 得 对 于 每 一 个 X 值 WP 8RO.4.90 X USE 
GD 和 是 9 一 致 凸 空间 (2 xq — ce), 当 且 仅 当 存 在 常数 

C> 0. 使 得 对 于 每 一 个 X 值 WP 款 (2.4.10) 式 成 立 . 

注意 (2.4.9) 和 (2.4.10) 两 式 在 Banach 空间 X 的 等 价 范 数 

之 下 不 能 保持 不 变 . 进一步 , 对 于 p 一致 可 光滑 空间 和 9g 一 致 可 

凸 空间 有 下 面 结果 , 这 是 由 Pisier 于 1975 年 所 证 明 的 . 
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定理 2.4.10(Pisier) i X Æ Banach i . Dij 
O X 4 p — 8 (GB 218 A< px rom - 仅 当 存在 常数 
C>0, HAM FET X EH f= ae 


supE || f, | CDE 4f, |" (2.4.11) 
GD 入 是 q 一致 凸 空间 (2 q-—).O5 H [CH fe dE $C 
C0, HAM T 8 —^ X f $À SF = (fi) nso 成 立 
CsupE || f, |" > ZEI df, || * (2.4.12) 
Ek BR A WP Mte DH mee. 
证 明 必要 性 . 设 X 的 范 数 是 | - |, STM | ,| 之 下 
成 为 一 致 光滑 空间 ， 则 定理 2. 4.8 之 (2.4.9) 式 成 立 , 于 是 


supE | fol se fo CXE] df, |? 
nz 


n=1 


« (C y D(EI fo |? + MEIdf, |?) 


n-i 


(CV Do bar. |? 


al xl «lxzlselzl.-TX 


n0 


a’ supE | f, l^ «x (C V De (DE df, |^) 
或 者 
supE | f, l^ & CC v D(2 (El af, ‘) 


n>0 a 


此 即 (2.4.11) 式 . 
同样 地 ,假设 和 在 等 价 范 数 | .| 之 下 成 为 49 一致 凸 空间 ， 则 
由 (2. 4. 10) 式 可 得 (2.4.12) 式 ， 
充分 性 . 只 证 明 (ii) 的 充分 性 ,至 于 (i) 的 充分 性 可 以 类 似 证 
明 . 为 此 考虑 WP 9. + 
— 410 — 


M(x) = {f= fa) Jf X LX) AR WP BR, fo = x) 


并 且 令 


x |= inf((CsupE | 疡 | 一 2 已 | df, l*)* f € MG] 


n=0 


显然 |X| 宇 0, FAH Mar) = aM(z)， FH lar|=lal |x|, 


| s] moe T lzl 
于 |.| 的 三 角 不 等 式 , 要 验证 (a; |r| <1) #4 


Ts 


AR AR UE UE OX] 
而 这 一 点 只 要 证 明 
rcty*, cd m AS 1 
C? < a q 
2 | 2 S ; Ul 十 | y | ) 
V x.ycx 


即 可 . 这 个 不 等 式 还 说 明了 CX. Je Eg Ba a. 
V6 二 0, 取 f= 二 Ga) E M), g= (g,) E Moy), 使 得 
fo = Ts, supE | fo | 1< co 


CsupE | f, [oS ELA ts sehe 


go = y, supE || g, || * < ee 
nzo 


CsupE | g, | *— EI des | *s&l ple +o: 


nz n=0 


f. gH iE WP Wk. We, æ Bernoulli 随机 变量 , $ h= (h,) HR, 


其 中 
x+y lake . ] 一 < 
ho 一 h, 2 fa | 2 : Emi > nzl 
S qb . 
BAH supE | hy |! 0, h, Æ WP 6 M(“ >). 于 是 利 
amo 


用 函数 eo) = 1 WE. 
x+y 


, " 
< CsupE || h, | * — $5] EI dh, || * 


nz 


C ^ q q Try q 
ee 
n=0 
od gs , à 
- à Elaf, N+ Idg, 1°) 
1 : A.) 2 Ws 
ele) peas 
1 ] , ao Nu 
eosam ecce eus 
于 9 之 0 是 任意 的 ， 故 得 
x+y — = d q 1 
< q q 
: ; <z (lal +l yl) 
Batytiac, 以 x 一 yy 代替 y 即 得 
rdy|* =y] c4 
| eleme 


990 年 , 刘 培 德 - TE 6n PA 
AN Jr TE Bh E Tal AS E 1e HOR RR ACH E. 


定理 2.4. 11 C] E 4) 


以 下 条 件 相 互 等 价 : 
G) 和 是 aq 一 致 可 凸 空间 ; 


Cf.) FIFE ST O< n<m, 有 


E( 9 Mafia 1%) <CE( I fa — fan o) 


1 一 ?十 1 


E( lal ln) <CE(Il fa fedi) 


证 明 


一 72 


H Cok EO 


GD 存在 C=C, > 0, 使 得 对 于 每 一 个 入 值 9 可 积 


FARA AEG. X 


te X & Banach FH, 2<q< co , W 


wef 


(2.4.13) 


(2.4.14) 


DSGi 首先 , wX Ag ihr, B 是 


F 的 子 


o 一 代数 ， gi 是 关于 B; 可 测 的 函数 G = 1,2), Z, C 8, 并 
Elg, | 81) = gi. 应 用 Assouad 定理 于 gi. g: 得 到 


E(lgl*— lg "1 2 )> KE(lg ell) 
(2.4.15) 
这 里 及 是 与 g, og 的 选取 无 关 的 常数 ,固定 郊 并 且 定义 
È = fami fo B= GPO) 


则 f= Fd ER. E ee er tena 
1.2. m — n. 然后 相 加 起 来 , 关于 F, AE ae HIER fS 


Ec fll FoS KE( X, arse uy 


下 上 了 


d x 则 (2.4.13) 式 成 立 . 


HE 


其 次 , 若 和 是 qd 一 致 凸 空间 , 先 应 用 等 价 g 一 致 凸 范 数 得 到 
(2.4.13) 式 , 然后 必要 时 改变 C 的 值 ，(2.4.13) 式 仍 成 立 . 
在 上 述 证 明 过 程 中 , AEF, HT 74 BTE BIS. n 
可 以 得 到 (2.4.14) 式 成 立 . 

GDS G) 若 每 一 个 g 可 积 著 满足 (2.4.13) 或 (2.4.14) 式 ， 
m, 7 的 任意 性 ， 取 数学 期 望 得 


DIE ll dfi |° < C2* supE || f, | * 
i=1 n=0 


ee dpi a 

CTS 4. 11, A UL WEG OE T p — BCP ot 18 28 HI IN 28 
似 结 论 如 下 : 

定理 2.4.12 0X] 82 48). X X Æ Banach 4E. 1-— px 2, W 
以 下 条 件 相 互 等 价 : 

(多 是 Pp 一致 可 光滑 空间 ; 

GD 存在 C= C,, 使 得 对 于 每 一 个 关 值 p ARRS = Cf) 
ME OS nm 


EC || fa = fell |S,)< E( 5 | df: M^ | F) 


i=ntl 


并 且 ( 或 者 ) 


EC || fa — fea |? | HIS E(X ll afi Il? 14) 


i=n 


82.5 BRAY q 197; RB KR E 
与 Banach 空 间 的 一 致 凸 性 


上 节 借 助 款 的 矩 不 等 式 刻 画 了 Banach 空间 的 一 致 上 口 性 ， 


培 德 在 1994 年 引入 的 . 


里 进一步 介绍 利用 蒜 的 9 均 方 函数 的 增长 速度 刻画 Banach 空 
的 g 一 致 凸 性 ， 这 种 对 Banach 空间 一 致 凸 性 的 研究 方法 是 由 刘 


这 
间 


d X Æ Banach F, (Q.2.P) 是 概率 空间 , SF 的 递增 子 
6 一 代数 序列 ( Fi} re WEM XI f = Cf) 或 者 f= 
C(f,, nz 0,29 2: iw df = (df,), 这 里 df, = f, (s 


n=l, h=0, h= (0.0). f ll q 均 方 函数 记 为 S" CD. 


SHP = supSP H, SL - (Y afi)? 
”# i=1 


首先 ,介绍 一 个 引 理 ， 这 是 由 刘 培 德 在 1989 年 所 证 明 的 ， 
"A WAL eH EO 

引 理 2.5.1 we X X Banach FH, 2 «5 q — co. M X 2 q 
Sha, 74 AM 4M RE fy X (Eg CH WP 8 f = Cf), 
I fll p, ee 时 有 SLO K o, ae.. 


细 


M^ 


4E38 2.5.2. iW X Æ Banach Wl, 2 «cq — œ, MU FAH 


等 价 : 
G) X Æq — S8 mJ i 78 [R] ; 
G) 对 于 每 个 X d € f = Cf». 
sup |l 9] Safi | * <0, Si 
id 1 一 1 
IE ty acd (2.5. 
n 


T 


Gii) 对 于 每 个 X W Walsh 一 Paley *# f = (f), X 
sup | 5] Fa fi |t < 一 ， 则 依 概率 
i=1 
150 (f) + 0 (2.5.2) 
n 


证 明 (Go Gi) d f — Cf) x X HR. mp f, 


n 


D) Hafo Fo GO We. 由 定理 3.4. 10, 根据 X 的 9 一 致 可 


i=1 


MYER, 存在 常数 C, > 0, 使 得 


ED a | dfn || a) < C t sup E( | > laf, | 9 "m 


于 是 > zi | df, || 1< œ, a.e., ili Kronecher 5| FE f$ C2. 5. 1) 


RREZ, We Gi) We IZ. 

Gi>Gii) 显然. 

Giid>G) 根据 引 理 2.5.1 nJ AH. Banach © 0) X Æq — 7 
np mH. 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 X 值 Walsh 一 Paley th f= ( 广 )， 
E | fl «ee. S'" CD) «oo. ae, BUE E IE AM X HR 
间 : 


. 1.5 
G = | = Cfa): sup] 35 4f ll m] 
G = [F= Go. 18m OD 一 0 依 概率 成 立 | 


标准 的 验证 表明 G 是 以 sup | X) Saf. || 。 为 范 数 的 Banach 空 


H, G 是 以 
"M | SCP) Sr Ce ] 
ge fg) 一 «| n+| S? CO — S?(g) | 
为 度量 函数 的 Fréchet 空间 ,条 件 (iii) 意味 着 G C G. 此 外 容易 
验证 I: G — G 有 闭 图 像 ， 从 而 了 工 是 连续 线性 算 子 .于 是 ， 


dP (2.5.3) 


Ve> 0, FESD 0, EAM sup] 2) —dfi li, OW. A 
i i-l ^7 


i Sef) g 
. r P 0 2.5.4 
uo aoe EO 
或 者 由 明显 的 不 等 式 得 出 
Si? Cf) l+e | SPP 
sup P | 一 一 -一 ——s dP 
sup ( n > e)< E ant SHY E 


现在 设 X (€ f = Cf.) 满足 supl fa llr, < co ^c x 


fs f. Didfi, n>1, W supl X 


i=l i=l 


sup | Ala <0, 4 7 


La la, < à. 由 上 面 所 述 可 得 出 


n 


sup P(n* >) i | df; || * >) = sup P(r! Si? G>) <e 


(2.5.5) 
PEE BRIE (df ,dj ,…)， 考虑 (0,…,0,4f1,…qdf,,…) 确定 的 
Bh. WJO2.5. 505A LJ 


n 


P(--407* > G+? || df; | * 59 eee 


i=1 


& 是 任意 的 , $ Rk co, 则 由 此 式 得 到 


PCS aft s (2.5.6) 
i=1 


先 由 n 的 任意 性 , 再 由 8 的 任意 性 , 最 后 得 到 S'"Cf) < co, 
a.e.. 于 是 由 引 理 2.5.1 得 出 入 是 9 一 致 可 四 空间 . 


$2.6 RB Ree tts Banach 
23 TH] AY p— Si 618 PE 


BR 25 FF. 9] B] KR Bie EA vr B LA E JT P] KB at E In] A EB 
机 变量 序列 的 一 种 推广 . 前面， 曾 讨论 了 zp 型 空间 中 独立 随机 变 


量 序列 的 大 数 定律 ,本 节 将 进一步 讨论 p 3k upo6ig gu pep wk 
收敛 性 和 款 差 序列 的 大 数 定 律 

从 前 面 的 讨论 中 可 知 , 对 于 p 型 Banach 空间 X. 存在 常数 
C> 0, 使 得 对 任意 n 宇 1 及 具有 和 零 均 值 的 独立 随机 变量 序列 zi ， 
ZEAX 都 有 

E( | 2,8 l| ^)« CS EC | x; ||") 

这 个 不 等 式 对 证 明 pp 型 空间 中 的 独立 随机 变量 序列 的 极限 定 
里 起 着 十 分 关键 的 作用 ,而 根据 定理 2.4.10 中 的 Pisier 不 等 式 ， 
当 久 是 pp 一致 可 光滑 空间 时 , 则 存在 Cl 0. 使 得 对 于 任意 n 宇 1 
A X'BISRZEIEZJIdfi.df;.-.df,c X RWA 

E¢ || f, l| *»— E(l af: 1 S3 CO EC | df: | 

SER E. LE eR HS AN ah Op ll Ep FY 28 TA] A p 一 致 可 光滑 
空间 属性 的 一 种 本 质 性 刻画 . 另 一 方面 , b — St up 63g 28 TA] X x 
EA RNP 的 ,利用 这 些 性 质 ， 可 以 建立 户 一 致 可 光滑 空间 值 蒜 
序列 的 大 数 定律 . 同时 ， 款 的 极限 定理 又 能 反 过 来 刻画 Banach 
空间 的 pb 一致 可 光滑 性 . 


—.p 一致 光 滑 空间 中 的 缺 的 收敛 性 


定理 2.6.1 设立 是 一 致 可 光滑 空间 ,1 < 之 bp 志 2, f= 


> 


) 


BK 


CF) & X i, 车 MEW ds? | Fa) <o ae, W 
n=1 


{fi} ace. West. 
证 明 xXpTADO.4 


n+l 


c= inf{n; SAEC dfi ^ | Fa)>a} 

则 + 是 停 时 ， GERE — (fo. W 
SEI df ll? = El afi ll? 

n=1 i=l 


Fa) < oo, a.e., ik fy JUP Ab Ae BeBe. 


= E(D E dfi ll? | Fa) ) <A 
于 是 由 六 的 p 一 致 可 光滑 性 知 


supE l Fern fe C EJ df [PCA 
nz n=1 


于 Pp 一致 可 光滑 空间 AA RNP, 天 finn aie, WM. 在 


(e= co}= (DEÒ IAF Mt | Fa) <a) Es fas = far WS, 


在 {r= c) Eae KO ARE RIN, 并且 DEM afi ll’ 


1975 年 ,Pisier 研究 了 pp — BOA) GH ^5 [8] rP S f We oe YE fal SE, 
给 出 了 如 下 结果 : 
定理 2.6.2 KI1< p<2, X Æ Banach 空间 ， 则 下 列 条 件 


G) X Æ p — S TOR RN; 


GD MFR X RM Sf = CAO. S, ECI dfa ll oo, 


n=1 


L, 
则 存在 f. € L,CX), 使 得 f,— fos 


Gi) XT 8 —4 X f& S f = Cf), # SPECI df, Il?) < 


co, WEE f. € L,OO ,使 得 f. > fas 


(iv) 对 于 每 一 个 六 值守 f£ = CODO. X MEC fL < 
n=1 


z 
co, WEE f. € LX), 使 得 f, — fa. 
证 明 GDS Gi > Gv) 是 显然 的 , 因此 只 需 证 明 (D 字 (ii) 和 


Gv) (D. 


@M>Gi) 设 和 是 pp 一致 可 光滑 空间 , S NECI df |< 
n=1 


co, 则 由 Pisier 不 等 式 得 


Ell fall? <C> EA afi ll 
即 f= 二 (ff) 是 上 L, 有 界 的 . BT p-—$3xp6 al RA RNP, 从 


p 
而 存在 fo E LX), 使 得 fı > fo. 

Gv) GO REX WP MEW BI uf. 不 妨 设 f。 = 0, 考虑 WP 
蒜 的 两 类 空间 : 


= (f=(f)s Ifl = (MEI df, | ^)* <<} 
= [f= (fads (0 = sup| Hear) 
120 1+ || fll 
例 行 的 验证 说 明 ，(G， * |D Æ Banach 空间 ，G 是 以 
pC(f ,8) —pCf — g.0) 为 度量 的 Fréchet 空间 ,条件 (Civ) 说 明 恒 等 
映射 I. G> G 定义 合理 且 有 闭 图 像 ， 从 而 工 连续 . 这 说 明 对 于 


VO<e<1, VO>0, HEME ABE DEC df, |) 一 
n=1 
6 时 


€ | fn Ih 2 

P( I f. <| -dp 二 ea， 1 
pez (I All o e) alt Ifill € (Vn ) 
或 者 


supP( Il fl > e) < 2e (2.6.1) 


MFR c= infin; | fa ll 2 6). WF? = CFA IER, 


df tAn 一 = df Xen) , 


SIE Il afa. ll < SEI del" 


n=1 


P( Il fern | >e) = PG m < 2e 


PF >= Fie œ) = limPlr < n) 


= limPC || fon || > e < 2e 


这 说 明 当 >l, ae 时 , BDA C>0 HA DIE df, |? SC. 


n=1 


以 此 证 明 ,， 对 于 每 个 自然 数 E. 


k 
XPP >2)< DIE df, ll? (2.6.2) 


不 妨 设 PSE >D 20.2 f? = Cf» 是 /的 独立 同 分 布 
Bb 4 A, — UP" <2), uy = ya OE HEX T = CF), HB 
(dfi? st dfi? sm df? ss su dfe su mdf,” ss iwuwdff s) 

注意 Eu, = PH «DT f= FDA 


k k 
DEW dF? = [1+ Eu t+ Gu DEN df 
n=1 n=1 


& j > co 得 到 


SEI <2 EIA G6» 


n=1 ki = 


由 于 u; 相互 独立 并 且 MPG, = 0) = co, HH Borel-Cantelli 5| 


JE A d PCOA,QiÓio) = 1, PW F I 1. ae, FR 


SEI df, |* SC, (2.6.3) 式 变 为 


n=1 


CP(fi >2)< SE | df, (2.6.4) 


n=1 


此 不 等 式 对 于 任何 摧 成 立 . 将 BEM = C 记 为 Z, 则 


Pf 9a ue QU SIE] df, | * (2.6.5) 


n=1 


现在 设 f — (f,) 是 WP 8.0.1420. B 84-1. 定义 
w= inf{n; fr >A) 
v=inf{n; f; >A} 


1 


n+l äi 
g= nto (X ll af; ll r)’ = à! 
- | df, | XJ F n Ï 可 测 ， 故 uvo 为 停 时 . 令 up 一 Xi pcksolv} , 


1E 


Ell 


wu, WE, hk f = Cf, (Sud fes n> 1) WP Wh. 3j 


[n ko Av] E; RE p< oo HA 


1 d 


k k 
(È eed fc) = OF)? e 
i-1 - 


E(X) | wdfi | *)s A’ Pu < eo) 


= PAPP >A (2.6.6) 


因此 在 (0 — n.o — ce) E fz >A, M, lH udfil^ <A)’. 此 
i=1 
时 存在 ko: 1 <k <n, 使 得 


> uid f ; E f. ti, =. Ta fua df, 


1 一 1 


并 
sup | X udfil > fi | feo) dfe l B80 DA 
n i=1 

n 是 任意 的 ， 故 有 


1 


[F >A, (M ari «a)c [£F > q—8—11) 
于 是 由 公式 (2.6.5) 和 (2.6.6) 得 


P( 广 之 风 ，( (È laf 12) <a) 


< P(F > (—6—201) 


Ç 
— ~ E | ud 
< (-5— m | wd fa l|? 
Co’ 
P ) 
S IG f >a 
s Co^ 
te = 一 一 一, yl 
Wwe (B—8—1» 则 


PE > go« P(( (È lar, |")? Sa)+ 


Pr > ms (Shafi) <a 


1 


P((SEM af; | *)* 2 A) FsPCOP mà 


(2.6.7) 


E= epf APP > Ba 


1 


过 的 | acp (X | df; l^)* 2 à)d 
tp) an POE > DA 


E(Y lafi l^) EG)? 
取 g^ ep? — l, 则 


E z < E E d # 2.6.8 

RS em E(X) dfs (2.6, 8) 
从 而 

sup ECI f L0 CE(D I df) 


p 


C= ; 
6? (1 — eg^) 


ik X æ p Su umSm. 


—. BETI SE SE p — BOC TE 


KY op — BIG He x ju] rp 3A Ze Fe 90] RS C x FEE TER GE ie RI ds 
果 已 经 有 许多 , E BR 2E FF PU JR AR A Fr Whe CE VB BLU EG dic ic HE ~ 
完全 收敛 性 ,以 及 完全 收敛 意义 下 的 大 数 定律 , 某 些 摧 型 序列 的 
大 数 定律 等 . 这 里 仅 介 绍 一 类 最 基本 的 结论 , 它 是 由 Hoffmann 
—J¢rgensen, Pisier 在 1976 年 所 证 明 的 . 

定理 2.6.3 w1l< pz 2, X & Banach ^S [i], M FWA 


(让 久 是 2p 一致 可 光滑 空间 ; 


GD FEM X HBF — (0.3 了 SECI dfa < 
1 
co, Ill] —f, > 0, a.e. ; 
n 
GD XT ERI X lU f = CAO. a D SE CI df I e 
n=1 
下 p 
Is , 则 wen a. €, 5 
7 


Gv) 在 (iD 或 (ii) 的 条 件 下 ， Lf, — 0 依 概率 成 立 . 


Tg Hp ng dde y WP 8. MX £kie Ju SA XE. 
证 明 Cit) > Git) > Civ) AE AAT, AER WE HA GQ) > Ga Fl 
(iv) >). 


(D Gb Wf — (o ilie D ZEA df E < eo EX 


= 


n ` 


sup E | f, l< CHEI df, l^ 


n=] 


= 1 
= c2 EC dfa I?) < oo 


Ti p — BOGS 2: 8] X AA RNP, 于 是 f, KLP, X 范 数 收敛 ， 


Miti JU 3E Jb Ab We $i. H Kronecker 引 理 知 lf, 和 


Gv)>G) 考虑 WP 款 的 两 类 空间 : 


工 
b 


a 1l | 
G = {f= Go. Ifl = (È gE aN) < | 
G, = [f= (fi: of: 0) = sup E (L) < co} 
n n+ | d | 
可 以 验证 pf, g) — o(f—g. O#G 上 的 度量 , G, Gi 二 者 均 


是 完备 的 ， 从 而 Go 是 Banach 空间 , G 是 Fréchet 空间 . 容易 验 
证 恒 等 映 射 T: G — G, RAAKA., 从 而 是 连续 的 . 于 是 


Ye> 0，39> 0, HAY (D ZEC dfa lO)’ <m 


n=1 


supP (Hl >ej<s (2.6.9) 


n 


f= (fF) 满足 S El df, ll? <o, S E d om 
n=1 


O, 0, C H Ddf, GT Ddf.0,) (2.6.10) 
Hae HOR fF = Cf). 由 于 


3 SEC afl) = ECM AF <0 
i=1 


i=1 


从 而 由 (2.6.9) 式 得 


P| Pia >e)= P( | utes, | >e)<e 


令 7 ~ co 得 到 


k 


PCI All >) = PH D dfl >e 
i=l 
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k 
由 此 得 到 ; Hf milla. WA cM df |)? >C>0o, HPC 
i=l 


二 0 是 某 个 常数 ,由 定理 2.6.2 中 (iv) 之 GD) 的 证 明知 道 必 是 p — 
致 可 光滑 空间 . 


=., WIREH Brunk 型 大 数 定律 


TE 2 BER E. BRT FAR ER FRZ 5. 1965 年 
Fisk 4E X f Heh. Bü JE. Chacon, Baxter, Bellow, Sucheston, 
Edgar ^ A 2E JE All 5) ASE ETE T E BRL Br ie PAD 
其 他 多 种 蒜 型 序列 . ERK, SW m Em Lm M I dB X. 
特别 是 Banach 7 H fH PR AY Fe), h SES HE D. Banach 空间 
几何 性 质 之 间 存 在 着 深刻 的 联系 ， 从 而 更 加 引起 人 们 广泛 的 关注 
和 研究 兴趣 . 在 众多 款 型 序列 当中 ,1973 年 由 Mucci 定义 的 极限 
We, 1970 Æ H Blake 和 Mucci 定义 的 概率 极限 蒜 和 Z E ER BR E 
要 求 条 件 较 弱 的 一 类 鞭 型 序列 . 

1948 年 , 对 于 实 值 随机 变量 序列 Brunk 证 明了 当今 被 称 之 
为 Brunk 型 的 强大 数 定 律 : 设 (6),s1 是 零 均 值 独立 随机 变量 序 
I, 车 存 在 某 个 之 2, 使得 D LET cos N Gus 成 立 强 


n=1 


大 数 定律 . 1980 Æ, Woyczynski 首先 对 Banach 空间 值 随 机 变量 
序列 研究 了 Brunk 型 强大 数 定律 , 分 别 对 p 型 空间 值 独 立 随 机 变 
量 序 列 和 pp 一 致 光滑 空间 值 拷 差 序列 证 明了 Brunk 型 强大 数 定 
律 . 这 里 将 研究 取 值 于 b 一致 可 光滑 空间 六 的 极限 蒜 、 概 率 极限 
BRAD Li 极限 缺 差 序列 的 大 数 定律 , 分 别 对 这 三 类 鞠 型 序列 的 差 
序列 建立 Brunk 型 大 数 定律 ,其 结论 推广 了 Woyczynski 的 相应 
结果 . 

定义 2.6.1 WA f — Uf uso Æ X ETIR {Fn} uso 适应 的 随机 
变量 序列 : 

(OD dX f ÆR R BR. hn R 


Lm 
it 
= 
À 


lim sup | ECf, | Fa) — fal =0, ae. (2.6.11) 


n> men 


(2) 称 f FE MERI WMR Ve 0. 有 


lim sup P( | EGAL | FD — fall >e) =0 (2.6.12) 


(3) PK fe Li WRR, WR 


lim supE ( WE Cha: 352 5] 


下 面 首 先 给 出 Woyczynski Æ 1980 年 对 


) =0 (2.5, 13) 


| Banach 空间 值 款 差 


H 


序列 证 明 的 一 个 Brunk 型 强大 数 定 律 ， 
WA. 


ox 


1 去 尹 和 2, 对 于 入 值 装 = (8) > FEE 


里 仅 叙 述 结 论 而 不 证 


引 理 2.6.4 (Woyczynski) W X  p — Ma 5i ul, 


某 个 g 宇 1, 使 得 >) 


E | de, | Se Se 
SS eo, UI n 二 > D . €. y 2 一 co), 
nee S 则 „E 22445 0. aes (n ) 
引 理 2.6.5. 设 和 是 pp 一 致 可 光滑 空间 ,1 二 Pp 过 2, 对 于 六 
m El de, ll” 
EMES (Eus 若 存在 某 个 g 1, HA LT 


n 


=1 


知 , 存 在 常数 C > 0, 


n L 
则 Le = LS d =O tn > co). 
n n £4 
证 明 Hq = 1, H X p BoR t 
使 得 


LP NN : Seul ^ 
ECM g r) SECM 3248 LI") Cz; DE d Ln 


Hi S| 3E 4& fe Jf $$ Kronecker 5| # AH — E | d£, ||?) > 0 
k=1 


— oo J E Pl — oo a 1 ls > 
(n ), 故 EE( | = | ) 0 (n ). Me, n 2245 


0 (n— co). 
falod X i p 一 致 光滑 性 并 应 
一 86 一 


Holder 不 等 式 得 


XE, g= Cpe bn HEX AL BR BCH RAK PR A BL, ER BLD 


1 1 - 
AES IT -TIEI D dgl” T P 
p 34 n— co Bf, || dy, ll = dq — pall > 0 C ll dy, || 一 0 或 
1 - pV Pa/p 1 d pya L 
< CRE (Dy Il di, 1*) = we (| dé, || ^) Il dg. || > 0». 
1 n c E 证 明 wan Sl. +> 
-CcAXE(»(&-a-p)'(er-à-») | : 
ii & = D (AEG: | fea?) 
LE| «c» (R= C=) I dee l | - 
<C—E\n — (k— A n 
n’ k=1 h = EC fi | Fra) — fi) 
k=1 
5 —(q-1) 
-cly(e-a-p')'" Elaul^) (2.6.14) WW f,—&-q nzl BES (E) d& X M 
k=1 
i 7 OD) E f (fu Æ X ARR, WER = Mh) 是 入 
注意 到 41< po x 2 Hb. Ho AMAqseil, AA i 4 rm B 
j (BEER SR. 并且 由 (2.6.11) 式 得 
lim (n^ — (n — D^) n^" = P 1， 从 而 ， 存 在 自然 数 N, 使 得 lim || 3, — 3 Il 


% ko NIA (k? — (k e <E, 于 是 由 引 理 <lim SUE | EC fin | Frad— fea | = 0, ae. 


(2) # f = (falc: EX AMR RMR, 则 显然 了 一 Gps 


Ius: 


条 件 知 
"1 M 也 是 入 RRP, 并且 Ve > 0, 15(2.6. 120 NA 
> pl (==) "Elan l” lim PC || me — ml > ©) 
«y Eldl” <lim sup PC || EC, | Fr) — fal > ©) = 0 
< n-95 m>n-l 
AN (3) 4 f— Uf usi EX IL, BBB, WER 9 = (pdr 也 
HOSP ge EXEL EER, DL (2.6. 1 4 
>) wa (一 D^ EI dé, | ^ | — 0 (n> œ) lim EC || p — qa Il) 
k= 
| (2.6.15) s Up s le Tate obe fioe 
. 1 定理 2.6.7 设 久 是 pp 一致 可 光滑 空间 ,1 二 Pp 过 2, NF XÉ 
将 (2.6.15) 式 代入 (2.6.14) 式 得 ， -aE | & || *5— 0 (n> co), BH E | df, |^ 
极限 蒜 S= (flor ETE GS 1, 使 得 » ZR ij 


L 
—£, > 0 (n> co). 
n 


1 ae — -> OO 
引 理 2.6.6 BS (Sa) E X MAR R ER E AR L-iMàMA eee 09m. 


Li B ER SO We YE RE f. — Em nl, RP ES (6) 是 证 9j 5| 8 2.6.6 All f — Uf usi 存在 分 解 式 fa = Et ge 
= 87 = = 88 一 


n> 1, XB BX HB, = 


4 n> co tt, || dy, | > 0. 由 于 
EC || d&, | OSE & — & ll ^5 

SE || fa — EG, | Fa) || 
«ECI fa — fal HEI 


Goss REX (HR BBE, 


Pr 


fa = ues | | 9,425)" 


SIME C || fa > fomi | 5 27E || dfa |”) 


e E || dg, ||” 


F Æ X FR E= {E,} 21 满足 条 件 >， 1 


n 


n=1 


Da, —0.a.e. (n— co). 
n k= 


对 于 OX GRE BUB S = Cope besa 根据 引 


十 加 一 9 


< ceo, 得 上 = 
n 


HE 2.6. 6 4 lim || dy, | 


= lim | h= pou || = 0, a.e., F lim 
e x 


1 


a.e.， 从 而 证 明了 


定理 2.6.8 w X Æp ioti T 


Ja = "i + yn) > 0, a.e. (n> œ). 


- = lim L Sjap = 0. 


间 ,1 二 Pp 二 2, 对 于 XX 


fi Li WIR f = (fio BHERDR gd > 1, 使 得 


~ Ell df, || ” 
y ELA LT eon; M: 


tA 
nl 


n=1 


n L. 
lox 1 n 
(1) uh = a2 fece (n-» co), 


(20 dS ARE] EC | Fad fa ll "bs RE 2 BE FH, 


1 Ly 
则 —f, — 0 (n> œ). 
n 


证 明 类 似 于 定理 2. 6.7 的 证 明 ， 


Tings y 2. 6.6 An. 


f= UA) nz 1 存在 分 解 式 fa = & d me nl, En £—i(£&x 


X WH, g= Up) ns 是 FE X 8 L, Jk pg mh. 对 


Ly, 


1 


IN 


8|38 2.6.4 得 Le, > 0 (n — co). 
n 


FX RE = (6) 
而 对 于 Li BOO 


L 
1 


N= Une 首先 据 引 理 2.6.4 知 dg, > 0 (n> œ). 从 而 


L 


"T "E i 
(1) 根据 Kronecker 5| Zt 44 „n 一 n S dh > 0 (n —> œ), 


1 1 h 
故 d (&, | h) > 0 (n = co), 
n n 


(2) EAE (Wm l7 a = {El EG | Fad) for lu 


T" Eb d Lp d |] z= Ls 
KF n—- MAK. dg, > 0 n> co), 从 而 "y => dy > 0 
k=l 


L 


1 1 名 
(n— co), BẸ nl” 7 oe Fm) -> 0 Gace), 


定理 2.6.9 设 入 是 Pp 一致 可 光滑 空间 ,1 二 pp 过 2, 对 于 六 值 
E || df, I” 
概率 极限 蒜 f — (fua EFE ql, 使 得 


gp ^4 
n=1 


1 
Wf, = taf >o (n > eo). 


n ,— 


证 明 类 似 于 定理 2. 6.7 的 证 明 , 首先 由 引 理 2. 6.5 Al. 
S= Ue 存在 分 解 式 fa = & +m nl, AH ES (6) 是 
XH BR. m = (n) 是 X 值 概率 极限 蒜 . WF XE E L 


1, ” 


P 
(Ehi 据 引 理 2.6.4 得 XE, 0 (n> oo), AT TE, > 0 


(n — co). 


> 
iH tT EK BML — (paei WIL 2.6.5 AL dp, > 0 (1 


n " 
— co), 根据 Kronecker 引 理 得 Li = L5 dp > 0 (n>oco), 
k=1 


. 
lg = l( 422 0 n>), 
n n 


从 而 


第 三 草 ” 靳 空间 及 其 相互 关系 


从 本 章 开 始 ,将 较 系 统 地 介绍 Banach ^5 [8] (E RU A [8] SR ie. 
款 空 间 及 其 相互 关系 是 蒜 的 H, 理论 中 饶 有 兴趣 的 问题 之 一 . E 
为 经 典 ( 函 数 的 ) H, 理论 的 一 种 推广 , Se BRAY) H, 理论 自 20 世 
纪 70 年 代 以 来 , 经 过 Doob, Burkholder, Gundy, Davis, Garsia, 
Herz, Durrett, Weisz 以 及 龙 瑞 蚀 等 学 者 的 卓越 工作 而 逐步 得 以 
建立 . 这 些 都 已 先后 在 Garsia, Durrett, Weisz All 7E fig BEA ^r dE 
的 专著 中 ， 分 别 从 不 同 的 侧重 点 出 发 进行 了 系统 的 总 结 . 虽然 对 
于 Banach 空间 值 蒜 论 的 研究 也 早 在 20 世纪 70 年 代 就 已 台 ， 
但 对 于 Banach 空间 值 款 的 空间 理论 研究 则 上 只 是 近 10 来 年 的 事 


情 . KERR H, 空间 理论 相 比 ，Banach ^E [HIE SER) Hard 
间 理 论 尚 不 十 分 完善 , 还 有 许多 有 待 深入 研究 的 问题 ,但 无 论 妇 
y. RAW MRO A, 理论 朝 着 无 穷 维 空间 取 值 的 方向 
E 进 了 一 步 . 本 书 正 是 试图 总 结 这 些 成 果 , 正如 书 中 将 要 看 到 
的 ， 蒜 空间 的 许多 性 质 都 与 款 所 取 值 的 Banach 空间 的 几何 性 质 
有 着 密切 联系 . 


yn 


一 


§3.1 HT 5# Hardy 空间 


如 通常 所 知 ， 蒜 的 均 方 算 子 SOP, 条件 均 方 算 子 o" CO 

以 及 极 大 算 子 f" 等 ,在 实 值 款 五 ,理论 中 起 着 重要 作用 . 但 事实 
说 明 , 在 向 量 值 情况 讨论 均 方 算 子 和 条 件 均 方 算 子 是 不 适宜 的 . 
1990 年 , 刘 培 德 首 先 对 于 Banach 空间 值 款 引入 了 户 一 均 方 算 子 
— 9 — 


SP Cf) 和 条 件 p— WARE o? (Cf), IFA At 
nach ^r fa] (A #h AY & 28 2 


Hardy 空间 . 


X (Q.9. P) 是 完备 概率 空间 ，(X ,| .| 
Bf = fdr ESRF 的 某 个 递增 子 ec 代数 序 


引入 和 讨论 了 Ba- 


W. AS AS Sh A JL AH SE AS RS BR SE OAL BR 


) 是 Banach 空间 ， 


NF) noo 适应 的 


X (Ha th df = (df > 为 了 的 蒜 差 序列 ,其 j 
n>0,fo=0,H ={0,0). 若 0 志 妨 二 co, 记 
f; = sup Il £l 


f' —supf. 
n>0 


P dfa = fa— frao 


SPN = (X lafi lh)” 
i=1 
S? Cf) = gape Cf 
nzl 


a? CD = (IEC df: l* | Fad)" 
i=1 


o? Cf) = supo” Cf) 


nzl 


M lc p«oo.0-razee 时 ,定义 如 下 XX 


p 


fü $t Hardy 空间 : 


A(X) = (f = Fa: Il fll ao = If I<} 
pH? (CX) = {f= Cf umo : | f | pH = | SY Cf) | eo] 
p(X) = {f= OG Il fill pH = Lo? CP |, < co} 


WA = (4,)szo FEAF H A gk E DY AY BEL Be A, AA = 
lima, » j£ X 


DX) = | 
其 中 
pQ, CX) e 


其 中 


f 
使 得 | f, | s Ao € L, 


= (fus: AA); 


| f | D(x) = inf | A. | r 
(f= (fideo? T Anda 


uH 


使 得 SP CO < Ami de 


| fll o = inf | A. | 


| 
ei 


ls 


容易 验证 , 当 r 宇 1 时 , H,(X),,H5(X),,H‘(X), D,(X) 


92 一 


和 ,Q,CXD Æ Banach 空间 , “4 0 — r- 1, UEF tal Ze dH. Ba- 
nach 空间 . 

另外 , HCA, |] * JA) ACB, || * |] 2) Jy Banach 空间 或 拟 
Banach 空间 ,定义 : 

(i) A 一 再 ,车 存在 常数 C 0 & C, 0. lE Vf cA 
B, # 


C, | fle<iflax<GQlfll, 
GD A C B, 若 存在 常数 C 二 0 ,使 得 VEA， 
I f£ ls CI fla 
在 讨论 以 上 各 类 款 Hardy 空间 解析 性 质 的 过 程 中 产生 了 许 
多 其 他 重要 的 航空 间 , 本 书 将 在 讨论 它们 时 再 8| A. 


83.2 拷 空 间 的 嵌入 关系 


本 节 分 别 讨论 dd 与 ,K,(X), ,HzCX) 5 ,K; CX) 的 相 
互 嵌 入 关系 ,其 结论 与 Banach 空间 的 一 致 凸 性 和 一 致 光滑 性 
密切 联系 . 类似 的 讨论 还 可 以 在 更 多 的 其 他 鞠 空 间 中 进行 ,这 里 
只 是 以 此 为 典型 举例 而 已 . EKER A, 理论 中 , 当 1 xr co 
时 ， 为 了 对 蒜 Hardy 空间 , H2 CND 48, HZCNXD 建立 Fefferman 一 
Stein 的 对 偶 理 论 ，Garsia 在 1973 4245] XE T Az fa] J K,CX) 和 
2K; X). 而 对 于 Banach 空间 值 蒜 ,空间 p K,O 和 ,Ki CX) 则 
是 由 刘 培 德 在 1990 年 所 引入 的 , 其 定义 分 别 如 下 : 


^ = (fo : dave L,(R), Y = 0; JE 
pK, CX) E lfa—falt*IZoszxEO*|£0. > 
VIKn K m< co | 
(0c per«o,pso), | fleo = inf yl, 


po end UEM mo 使 得 =) 
KTOD =4EC| £,— £,]*1 23s EG? | A; > 
ee de < m< co | 
(0c perzo,.pzco), Il fl Koo = inf yll, 
定理 3.2.1 ik X Æ Banach 7 [a], 2< gere WIFE 
件 等 价 : 
G) X Æq H h A; 
Gi) .K,CX) C,H? X), 并 且 存 在 C = Cr > 0, 使 得 对 每 个 
ae f = (fiduso EoK,(X) 成 立 
I All wa s Cll Fil x co (3.2.1) 
GID ,K; CX) C,HZCND , 并 且 存 在 C= C, 7 0, 使 得 对 每 个 
Be f = ( 户 ) > €,KT OO 成 立 


| fll (H700 « Cll fil (ki OO (3.2522 
证 明 MYX kg BOTS 间 , 往 证 (3.2.1) 式 和 (3.2.2) 
X. 首先 设 f= (fideo € K(X), .V>0, 7E L., 使 得 


E( ll fn — Fea Il? | F) < E(y* | 3a (0 nzm) 


(3.2.3) 


Pisier FERM, 存在 C 2 0. 使 得 


E( > | df; | 7 | F< CE( | po E | | F,) 


< CE | Fr) 


所 以 


E(B afi 1%) KEFIR) — G0 


#q=7, €B.2ORFRn=1, MED lafl) « 


CE) 或 者 IS? CA WE < Cll yla | All oo 的 定义 知 
(3.2.1) 式 成 立 . 4$ q — r; SET EXII a> 0,A> 0, 定义 停 时 


c = inf{n; SP) > ad} 
t = dinf(n; SP Cf > (at 10A) 
则 Tr, {m1 Kee F CF,» 并 


[OD > (at DA] = (n < œ) 


C (n «99, SP — ShA > at DAT — a") 


= (n <œ, M I adfile > Ana") (3.2.5) 


i= 


其 中 AS = (a+ 10* — a. (3.2.4) 式 、(3.2.5) 式 得 出 


P(S®(f) > a+ DA)« An > | df; || "dP 


1 < TRA 
_ "p^ ll df. ll" 1 F, )aP 


C 
ES AA? 


| yidP (3.2.6) 
(SP (f) >a 


a 
fa 


| S"co || = (4 D [Seta > (a+ A) ay 


< | aA x[. y'd 
x: 0 SP (H >a) 


S? (p 


"T , | x 
Sg |e uaa 


Cra + 1)" | E = 
= IS q. q P 
(r— q) Aa" af Pd 


< (C yi SEA || 
从 而 SEP < Cyl 其 中 C EKF 与 7 的 常 
数 ， 故 (3.2.1) 式 成 立 . 
为 证 (3.2.2) 式 , WE f= a)n EK; (X), H K; O 的 定 
SUR Pisier 不 等 式 得 到 


E( X) Ec l dfi ll * | Fad 14,)s« CE | £,) (3.2.7) 


其 中 yy 宇 0, YE L.n. 当 g= 二 r+ 时,(3.2.2) 式 显然 成 立 . ch qr 
IN. OER a> 0, A290. WREE XE ns co 将 其 中 的 
Si? Cf) eB ok CA» 则 类 似 的 讨论 可 以 得 出 (3.2.2) 式 . 
反 过 来 , 设 f= (fo. XH | fla <. #3. 2.1) 
或 (3.2.2) 式 成 立 , 则 显然 ff € ,K,CND g f EK CX). 
从 而 由 (3.2.1) 式 得 出 
| S" C5 |. s CIL fl x oo x 2C sup | dada 
或 者 由 (3.2.2) 式 得 出 
ISP AM = lo? A I, 
< lo*CO Ll. CI FI tæ 
< 2C sup | Falla < 


总 之 有 S"Cf)«oco,a.e..dE9| FE 2.5. 1. X Eq — Stu rax 
间 . 


定理 3.2.2 Ww X X Banach 空间 ,1 二 pp 过 2, Pp 过 rr 二 %， 
则 以 下 条 件 等 价 : 
O) X x p 一致 可 光滑 空间 ; 
Gi) ,HSCX) CK, (X), 3t Heg C — C, 2 0, 使 得 对 每 个 
Wk f = Cf, € pH? CX) 成 立 
Il fll pK, © S Cll fill HS OO (3.2.8) 
Gii) ,HzCXD C,K; CX), JE H f£ 4E C — C, > 0, 使 得 对 每 
Bf = CF. € ,HzCXD 成 立 
NA ,Ki S C | fl pHZOO (3.2.9) 
证 明 Bi X Æp — BOM Sta i. 往 证 (3.2.8) 式 . 为 此 ， 
设 f = (fuse © pH? CX), 应 用 定理 2.4.12, WHET O<n<m 
有 


m 


EC fe fea ll? | mos CEU ladfillt o) 


< CESP CD? | Fn) (3. 2. 10) 
TÆ, 取 C —C',nd 
Il f£ uoo < C | scr luct fil pip OO 

为 证 明 (3.2.9) 式 , Bito” P € L., 从 而 


ECI fe— Jn 5 | Fe Cel DS) daf A) 


i=ntl 
< E(P EC dfi l^ | Fa) | A) 
i=1 


< CE (oP CO? | Fa) (3.2.11) 


是 
IFI rw s C' lo" CO I. = CUS | ween 
反之 ， 假 定 (3.2.8) 式 成 立 并 且 f € ,H7 CO. 由 K.X 的 
定义 ， XFER e > 0, HEY SO. 7E L,. 使 得 
E(] fa— ia ll?) AR) EOS 


Iyl- < I fll «co +e 


取 数 学 期 望 得 
Elita |b 


< (£I oo e) 
p 
« (CI fll jase +e) 


b 
= (ci s"col.- s) 
A F= FORE S= GSD XvfÉ-fa—faGmo,.au 


l/p 
| 


els J 


4 n> co 时 , 右 端 趋 于 零 , Fatou 引 理 说 明 f, WL, 收敛, AT fa 
JLSP A Jt We $k. 
若 (3.2.9) 式 成 立 并 且 S € HTOD 可 以 证 明 同 样 的 结论 ， 


MER SPH E L..W)fec,H?0.mb EMC. f. 
几乎 处 处 收敛 ,车 o*”(f) < ceo，a.e.， 定 义 停 时 
n = inf{n; of Cf) >å), (A> 0) 
Wf = Cf. ,,0 是 蒜 并 且 c CP») = sPCD x a. Bru fe» 
€ ,H:OO 并 且 f.i, JU SP Bb hb ilti. BERE (e = c) = 
io" CD KAE, farn = fas A am C «ee, a.e., EHE UL 
最 后 ,假定 f = CL) 是 Walsh — Paley &, FF H 


ce n 


> Le BX FR = YI Sef. F= FO. 


n=1 i=1 


SU (JP eda LoD [m SS (ply. 因此 ,无 


ib (3. 2.8) 式 还 是 (3.2.9) 式 都 能 保证 o? (D — 0o, a. e. . 由 此 可 


Al f, 几乎 处 处 收敛 . Kronecher 引 理 知 ， Lf, — 0. a.e., 定理 
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2.6.3 WI X Æ p 一致 可 光滑 空间 . 
根据 以 上 两 个 定理 ， 并 应 用 Kwapin 定理 , 立即 可 以 得 到 下 
下 的 结论 . 
EW 3.2.1 X X Æ Banach FH, 2<r< co, WU RAH 


ae 
= 


Ts 
G) X AFA Hilbert 空间 ; 
Gi) HFX) ~,K,(X) ,并 且 存 在 C= C, 2 0, 使 得 对 每 个 
Bb f = fou. 成 并 
C | fl Poo X NA ,K,00 S Cll fil ,H$00 

Gi), HX) ~K; (X), HARE C — C, > 0, 使 得 对 每 个 
WR f= (fideo 成 立 
CTW SF wo s Fi gæs Cll fll ,mw 


$3.3 Orlicz WF ERARA 


X p: [0, cc) 一 [0, eo) 是 单调 增加 的 凸 函数 , BOO) = 0， 


当 lim en = colt, KOH Young BR. BE p(D = P0) 是 
FIER, V p 的 补 函 数 ， 记 
— 1D’ (1) =e 1B’ (1) 
x do P(t) i K ro GC) 


Ls(P, X) 是 取 值 于 X 的 可 测 函 数 的 Orlicz 空间 ,以 || + ll o id 
其 范 数 . 对 于 1 过 pp 二 ,定义 
Le 一 {9; 9 实 值 可 测 且 | elu, 


=I lel? lyr < 20} 
JE Ho MX (BRIG Orlicz 空间 如 下 : 
HSO = (GO: fl nw = MES CD Iu, «x o) 
HO = (GO ll fll pagan = Lo CO Hu, <) 
f= (fue: AYS0, YE plo, 


K(X) = 1a | 346535) ec Ett] "| 


Vlzxmnzxm- co 


并 | f | Ko = s I» p 
f= (fideo: Y20.Y €,;Le; 
KX SEI f, — f, l^ 1 4,» EY | idi 
VO x nzxm -— co 


A d fill pkg = int PA Ls 
3| 3.3.1. we OH Young HAX, 1 — qo < po <, E, m 
是 非 负 随机 变量 , 并且 VADO. 有 


AP (E> ad) =) ndP 


(e) 


Hp aS p> 0, WHE C= Cro > 0 HE 
l&l a x Cli lle (3,3, 1) 
ve 3E 3.3.2 we X Æ Banach ^* [HR], 2 «C q x r — co, Young 
函数 D AE l< qax po< %, 则 以 下 条 件 等 价 : 


G) X Æq SBO h s 
Gi) K(X) C,H OD 并且 存在 C= Ce 之 0, 使 得 对 每 个 
Bk f—(Cf0..€4K CX) 成 立 
ll £d (Hg < Cll fl Ko OO (343,22 
Gii) Ka X) C,HS X), IF H fé dE C — Cua > 0, 使 得 对 每 
SHR F= (fou € Ke CO 成 立 
All ,nsw < CI Fl ,rs (3.3.3) 
证 明 着 入 是 9 一 致 可 凸 空间 ,在 引 理 3.3. 1 rp BÀ A5, 
SCP), Cy! 分 别 代 替 和 ，6, yw, 借助 于 (3.2.6) 式 和 的 限制 增长 
KES SOC lla x: CI Ilo» WG. 3. 20 SX X Sr 5 2S DUIS, 
np DA uE 8] C3. 3. 3» XX. 
反 过 来 , 注意 到 定理 3.2.1 B fj GO FI GD Zr 30 Z8 3X E Gi) 和 
Gi) 的 特例 ， 故 应 用 定理 3.2. 1 Bp np GD) > GO Al GiD > CO JE S£. 


4E 38 3.3.3. We X JÉ Banach $H), 1 — p< 2, 并且 Young 
函数 OW 1- qo < pe- co. 则 以 下 条 件 等 价 : 
O) X Æ p — BU 6 78 N 
Gi) ,H$ CX CK 00, FARE C= Cro > 0, 使 得 对 每 个 
WB f = CO c€,HaCNO 成 立 
Il fll xao S CI fh as% (3.3. 4) 
Gii) ,H$ CX) C,K$ X), HARE C= Cro > 0, HAHA 
^k f = Cf. €,HsOD 成 立 
I f£ uoo S CI fl usoo (3.3.5) 
证 明 设 久 是 2 一 致 可 光滑 空间 ,车 f= 二 Cf) eo EHX), 
显然 由 (3.2.10) 式 得 出 
I fl w « CII CS'^ CP)? Le? < Cll f ll as% 
此 即 (3.3.4) 式 . 类 似 可 证 明 (3.3.5) 式 . 


反 过 来 ;让 过 中 和 (记过 四; 则 只 要 取 OM = ^ r< o), 
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应 用 定理 3.2.2 直接 可 得 . 


第 四 章 BR aR Ta) B9 JT 2r f 


作为 一 种 简洁 而 有 力 的 分 析 工 具 , 原子 分 解 方法 在 调和 分 析 
ABE rp d EA E ER EH. 它 不 仅 可 以 将 单 指标 和 多 指标 的 
情况 统一 处 理 , 而 且 还 可 以 提供 许多 通常 情况 难以 处 理 问题 的 答 
R. 其 基本 思想 是 将 所 讨论 的 空间 中 的 函数 或 款 用 一 类 具有 很 好 
性 质 的 且 十 分 简单 的 函数 或 蒜 经 过 线性 组 合生 成 . 这 种 把 空间 
“原子 化 ”的 研究 方法 深刻 地 影响 了 对 函数 空间 、 扶 空间 与 算 子 理 
论 的 研究 ,给 分 析 数 学 带 来 了 丰硕 的 成 果 . 函数 H, 空间 的 原子 
分 解 是 由 R. Coifman 于 1974 年 首先 发 现 并 加 以 证 明 的 ， 款 的 原 
子 分 解 首 先是 由 Bermard 和 Muisonneuve 引入 的 . Beit, Weisz 
发 展 了 这 一 思想 , 并 以 此 为 工具 研究 了 一 系列 实 值 鞭 的 不 等 式 、 
著 空 间 的 对 偶 和 内 插 问 题 ， 而 对 于 Banach 空间 值 款 Hardy 空间 
的 原子 分 解 则 最 时 是 由 刘 培 德 和 伐 友 良 在 1998 年 引入 的 . 本 章 
将 对 一 系列 Banach 空间 值 蒜 空 间 建立 原子 分 解 定 理 . 与 标量 值 
DOAN TA A XE: 在 向 量 值 情 况 下 , 园 的 原子 分 解 的 存在 性 与 Banach 
空间 的 几何 性 质 有 着 密切 联系 . 因此 ,其 结果 不 仅 为 研究 著 空 间 
的 性 质 提供 了 有 力 工 具 , 而 且 也 为 利用 原子 分 解 方法 研究 Ba- 
nach 空间 几何 学 提供 了 方便 . 


$4.1 $i Hardy 空间 的 原子 分 解 


从 抽象 调和 分 析 的 角度 出 发 ,联系 于 款 的 各 类 算 子 所 构造 出 
的 一 系列 蒜 Hardy 空间 无 疑 是 蒜 空 间 理论 研究 中 所 关注 的 重点 . 
101 一 = 102 一 


c 


为 此 ,本 章 首先 介绍 及 类 Banach 空间 值 款 Hardy 空间 的 原子 分 
AEM, FL A HU CJL AR Hardy 空间 是 ,HzCX) Q, (X 和 


首先 ,给 出 Banach 空间 中 原子 的 概念 . 
定义 4.1.1 KRO<Krisco,lop<oo, OX [Bn] gg 24 
a 为 (1 355 p) (或 srs; p), Cur) Bf. 若 存 在 停 时 Us 使 


得 


Ga —Ea|2)—0, Wades 
Gi) | e? (@ ||, < P(rz o) ; 
(cio ISP ll, < Pc ont. 
Gi | a* .< Pe A o7). 
为 简便 记 , 以 下 有 时 用 E, 表示 关于 7, 的 条 件 期 望 ,Z 表示 全 
体 整数 的 集合 . 
定理 4.1.1 Ü X z Banach #0, 1<p<2,0<r<1, W 
以 下 条 件 等 价 : 
O 天 是 一致 可 光滑 空间 ， 
Gi) ,五 5(X) 中 BAS S= Cos. 存在 分 解 


fa = See (n> 0) (4.1.1) 
REZ 
使 得 
Il f Il HD ~ inf( Yuh)” (4.1.25 
kez 


这 里 a 是 A,r, œ;p) 原子 , ke Z, FHA sup | a" ||, < œ, 
urez EARKI, G) € L. 公式 (4.1.2) 中 的 “inf” 是 对 f 
的 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 的 ,此 时 Dua! 在 pCO 
T | 


证 明 OSG X f= Cf), EHX. 对 任意 有 上 EZ, 定 
义 停 时 


— Nol. 


c, = inf(n > 0: oit) > 2^) , inf = co 
noo. 考虑 停止 款 f"? = fardo A 
Se HT) 


kez 
5305 oss dioe edid 
kEZ m=0 m=0 
= » 2j CX i mE Xims) dfn 
m=0 kEZ 
Ex (4.1.3) 


WEEN RE Z,n>0,€x 


pe = 3X 2* PG, « 00)", a= fee = foe) 


Ly 
Hk 

CH u = OW, 4 ak = 0) 
易 知 对 于 每 一 个 REZ, a = (Du HX fü. 由 
oP E) = oP Cf) < 2* 5l 


Th 


a a= (Y Ema || dat ||)” 


n=0 
a = E d fe dft |^ Mp 
m a 2, nl I a B s Ja | ) 


< 1 (gt? ( fee? ) +o (f@)) 
Hk 


<io + 24) 
Pk 

< Pln < œ) (4.1.4) 

根据 X fp 一致 光 滑 性 ， 引 用 Pisier 不 等 式 得 到 
let las Cl of? Ca D | , x; CPCGr, 0) 7 

于 是 (Ca) so HEL, CX) ARAM. 因为 p 一致 可 光滑 空间 具有 Ra- 
don-Nikodym 性 质 , 故 al JLP Ab kb ic Sx. 05 DÀ a^ ia XC RR IL. W 
E,a* = ahs n> 0. a^ fj xE MA. A n x on HM. ak = 0. 
(4.1. 40 X @ || o? (a0 lo < Pir < 99) 77, RWW a^ 是 
= 44 = 


Ss 


(1 r, œ; p) 原子 ,并 


Xma; = x (fie? = fe) 


mE mE, 
n n 
mE 2 (>) Linca dj = b3 log adl fu) 
kEZ m=0 m=0 
n 
m 23 > (CR m linga) dfn 
m=0 REZ 
= fas V 7 之 0 


(4.1.1) 式 得 证 ， 显 然 在 (c =œ} boa =0, 0” 一 0. 应 
用 Holder 不 等 式 得 
Elat )" = Elat In co)” 


SOUS (at) Ieo I PES Sey C 


(4.1.5) 
FÆ supla ||, — co. 下面 估计 yi ,一 方面 有 
REZ REZ 
Di =3 2 PG, < œ) 
kEZ keZ 
UH 2"P (o” C = 2") 
kez 
- E 5 oo _ a” \P (c'^ (六 = ge 
2' —l£zz 
ER EX Lee < a” Cf) m 2") 
2 — liz 
23r 


Xi Eig " P) 


2'3" 


Sym IFI y0 (4.1.6) 
或 者 从 倒数 第 二 步 有 
Yum AEU” 
iez 2 = 
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= FIFI ate (4.1.7) 
关于 所 有 如 此 的 原子 分 解 取 下 确 界 即 得 到 (4.1.2) 式 ,此 外 由 


Cak) 的 定义 知 


f Dp = f fE? | fe 
k=l 
F f €,HI(X) B. a? Cf) « oo, a.e., TÆ 


Tmi > CO, a.e. (m — œ) 


从 而 
oP (Ff — f= (P PP oP ors! Wie 
> 0, a.e. (ym 一 co) 
X oP Cf f <a? Cf)", 后 者 可 积 . 由 控制 收敛 定理 知 
[f= fr | mw = EOP F fm > 0, (m —> œ) 
5 c oP CFP) < 2, HER lim | FP | pao 二 0. 总 之 ， 


m 
lim || f— Dzi | pœ = 0. 
mo = 


1 一 一 = 


Gi) — G) BR f = (fO. WE ED) I df. ll? = 


n=1 
E( SJ E df, ll? | Fad)< eo, AF 
E(o” AN (E(o” (fy ))F 
= [EX I 4f. l^ |]? << 
n=1 
& f € ,HrOO. 设 刀 有 (iD 中 的 原子 分 解 , 注意 sup 五 1 a^ [| — 
co, (m) € L. 因而 
EIL £g 3E xaX 


REZ 


<C>) ut C ni ( sup E || abt). 


MESS keZ | 
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(4.1.8) 
a^ 是 相应 的 原子 ， 故 在 Li(X) Pea — a^. keZ, n— co. 
(4. 1. 8) PEW f= (f,),so 是 L,(X) 中 的 Cauchy 序列 . 换言之 ， 
f. WM E CS. xxu] X TA Pp —806)8 28 Ta. 0 
Cis EG GD x O< r< co 都 成 立 ， 因 为 (4.1.5) 式 在 此 情形 下 
依然 成 立 . 实际 上 对 于 0 二 7 过 p. (4.1.5) 式 仍然 成 立 ， 此外， 有 
EO” ao) = Elo (a) yu L0 «1. 于 是 当 r 宇 p 时 , 利用 X 的 p 一 至 
光滑 性 得 到 El(a**)" < CE” Ca^ )') «t C. 

定理 4.1.2 Ww X Æ Banach 7E], 1-— p<2,0<r<l, W 
以 下 条 件 等 价 : 

C) 下 同 构 于 Pp 一致 光滑 空间 ; 

Gi) bpQ, CX) 中 的 每 个 蒜 f£ — Cf) > 存在 分 解 


fa = X Eat, n 00 (4.1.9) 
REZ 
并 . 
I fll aco ~ inf( pi (4,1, 10) 
keZ 


ix a AE (2,r,00;p) 原子 ,RE Z, 并且 sup | a** | < ce GuDsez 
EZ 

是 非 负 实 数列 ，(Cm) E L. (4.1.10) 式 中 的 “inf” 是 对 大 的 所 有 如 上 

的 原子 分 解 取 的 ,此 时 X at 在 ,Q-CX) mill cT. f. 


证 明 GD 全 (ii f= (fad azo € pQ,(X). A.) BS CZ.) 适 

的 非 负 不 减 随 机 变量 序列 , SIP Cf) <A, AW € L,. > 
te = inf(nz0i:A,2') 

pas an WEM 4.1. 1 证 明 中 一 样 , 则 a* = Ca) 26 X AB, 

S (f )— SO Shi 

类 似 于 上 面 (4.1.4) 式 的 证 明 得 到 
SO? (at) < Pin < o)7* 

X fff] p — S 618 TESI Pisier 不 等 式 得 

sup las lp < la^ |, « CIL SP Ca) |, « CPG vo) 


iz 
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于 是 存在 L, XY) 中 函数 , priu oy a^. HE a; = E, a), nz 1. W 
样 的 验证 表明 , a^ 是 (2.7.0955 0 JAF, sup lat* ||, < oo, 
(4.1.9) 式 成 立 . 类 似 于 (4.1.6) 式 ， 有 
NMabes Pt a) 
kez kez 
= PSP (N S25 
REZ 
Or ar 
gm E Cp) r 
= BOB EOS 
ei Ea) (4.1.11) 
入 三 1 
另 一 方面 ， 类 似 于 (4.1.7) 式 ， 有 
Sear > Pa > BS 
REZ REZ 
25 5 EQ’) (4.1.12) 
综合 (4.1.11) 式 和 (4.1.12) 式 得 (4.1.10) 式 . 对 于 最 后 的 论断 ， 
SP (f— fm?) 
= Y (SP frt = Boc wr) 
k=m+1 
= 3 S (feo — fe? p 
AT ) 
= > AST U (4.1.13) 
k=m+1 
4 One = | SP (Ca). Xian > Pn = [ Y Meta ]* ， Wi) Con) io 


k= mt 
适应 非 降 随机 变量 序列 . li 4.1, 122 A B SP S f) 
Qu * Fo<r<l, & 


co 


PE > abyues |S? a) || E 


k—mkl 
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是 
< 


< >) Wye Pr < co) (4.1.14) 


k=mt1 


1 此 式 和 类 似 于 (4.1.11) 式 的 不 等 式 得 到 


Eis S ape CEOS Drs 59 
1 


k— mt 


从 而 
| £— fom? || ean < CECS'? Cf)" — SP CAI") — 0 Qn > 99) 
MIF lle ao s 2! + 99 (U oo), 最 终 得 出 


m 


lim | f= X ma" | 2X) 一 0 
k=l 


m— oo 


— 


GDS G) Bf = C Æ X ARM, SO ec Lo, Ju 
f €,Q. O0. S f, = X Ea n> 0) 是 /相应 的 原子 分 解 ， 


REZ 
类 似 于 定理 4.12 1 GDS G) INTER An. Cf5o 依 概率 收敛 . 从 而 X 
是 方 一 致 可 光滑 室 间 ， [] 


定理 4.1.3 — WE X # Banach FH, 0 — r 1. MA FAH 
GO) X 具有 RN 人 性 质 ; 
Gi) D,CX) 中 的 每 个 蒜 f = Cf) nso 存在 分 解 


f= mt’ aS 0) (4.1.15) 
kcZ 
并 
I fll paw ~ infC >) un” (4.1.16) 
REZ 


这 里 at 是 (3,r,co) RT, k E€ Z, (yu)rez 是 非 负 实 数列 ， 
Gu) € 六 (4.1.16) 式 中 的 “inf” 是 对 /的 所 有 如 上 的 原子 分 解 
取 的 ,此 时 S uua 在 D,(X) PRAF f. 


REZ 


证 明 OSG) € f — Cf € DOO. A) 是 与 (F) 
适应 的 非 负 不 减 随 机 变量 序列 ，| ful A AW EL,. EX ne 
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pu Hal IE EE 4.1. 2, WHER n 0. 有 
| ax | = uu || for? — fem || 
xc GP d. yi = Pin < ele 
由 此 得 ‖ a* |a «x PG < 977. AA X AA RN FER. 故 存 
fe X (E RARE Ht a^. 使 得 ah = E, a), n2 1. M ne n Hb. 
t = 0, AT a Æ (3.7.09) 原子 并 且 (4.1.15) 式 成 立 . 类 似 于 定 
38 4.1.2 中 (4.1.10) 式 的 证 明 可 得 (4.1.16) 式 . 现在 令 


a 


ar = 2e» lat lt 


k=m+1 
WW nso 是 适应 非 降 随 机 变量 序列 ， 并 且 


lao? I= CN we lle? 


k—mtl 


< b3 p Xie mn | as |" 


k=mt1 


< Aa (4.1.17) 


lat |. < PG, < 00) > 得 到 


Ete Y ui 


k= ntl 


< 37 D 2"pcf" — DES 


k=m+1 
6" 
< 
SOF 
由 (4.1.17) 式 得 知 | £— f noo s [law |. 再 由 (4.1.18) 式 
得 出 | f= fo | D(X) — 0 (m—> co), X | fr D(X) x 2 +0 


(L>— co), 于 是 


| Cf' "dP (4.1.18) 
if aoe") 


m 


lim || f— Sua! | poo = 0 
iue k=l 


GDS O X f — Sa) Æ X LR, 23 sup |l f, lo «eo m. 
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fE D,(X), 存在 形 如 (4.1.15) 式 的 原子 分 解 . 由 原子 的 定义 
ji, ECa* )' = Elat ) yis x 1. Mi supl a^ |, s 1. 类 似 
ToESEA.1.1GD GO BI uE Hj jd. Co f EC Se, p BE ds ex 
定理 可 知 ,(f,) fk L 范 数 收敛 . 从 而 X AA RN 性质. 
BEC :定理 4.1.2 41 4.1.3 rP CO GNWKAM 0 — r< co 也 成 立 . 

定理 4.1.4 X X Æ Banach Bi), 1 < p2,0<r<l, 
则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 久 是 pb 一致 可 光滑 空间 ; 

Gi) HIX) 中 的 每 个 蒜 Sf = Cus 存在 分 解 


fe X Eat, a>) (4.1.19) 
REZ 
it 
[Bi] «CI fW nio (4. 1. 20) 
kez 
这 里 at 是 (3,7,p) RT, k € Z, (yu)rez 是 非 负 实 数列 ， 
Gu) € L. 


证 明 (SGD € f= Sa) EHX). WHER Ee Z, 
定义 
F, = (o^ CF) > 2^) 
te = inf (n > 0: 2E,(yr,) > 1), infØ = œ 


pe = Ch(p— 1127 2" Pg, = eal? 
ak = l gue — fo» 
Le 
其 中 CUR Pisier 不 等 式 中 的 常数 . AM cu 是 单调 增加 的 , at = 
(a) so AE TER. HF X f p — Sit n] IGE YE. Doob 不 等 式 和 Pisi- 
er 不 等 式 给 出 


b 
Etat P< P] sup EC || at || 2) 


= lll 一 


ES | b | pe | fies — f$? |^ 


p=] ut 
b | 
一 — —C?E Cp) (uy) =— 4G ye 
PE qO EGG feo»n 
gogo eum s 
= || ELD Ee Mf Mt nonno] 


(4.1.21) 
fH 


E[ SEW | df, | á sense’ | 
n—0 


T E| 2 E. || df. || * Xm} io? cost J+ 


n=0 


E| 5 Es || df, ||? X umma Xie? Goo | 


n=0 


x 20D? P (e, = co) EL > E(E,, | df, | Xy mmm) En XP ) 
n=0 


« 2095 Ce, < 00) +E 93 ELI M dfe ll ee] 


n=0 


从 而 E| E Em E xan) | o OPP < o), 


(4.1. 21) 式 变 为 ECa** 2? «t Ply < oo) 于. 于 是 Cau, HL, CX) 
Jt. 因为 X 具有 Radon-Nikodym 性 质 , ik ar 几乎 处 处 收敛， 
pth a^ 记 其 极限 , 则 Ea =a nSo. Ha MWe XA. nn 
时 ,改天 0. XU] a^ 是 (3,r,p) 原子 . m at 的 定义 得 到 (4.1.19) 
X. 为 证 (4.1.20) 式 , 只 需 注意 对 于 适当 的 常数 Cpo 

Soup GY 2 Pig < œ) 


keZ kez 


< C, Š) B PCO sup(E, yr, > 1)) 


kEZ 


EUG T 2P (F) 


kEZ 
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— CoS 2 P (oP P) Ss 2") 


kEZ 
x C, | fll PHI) 
GD- C) 注意 到 对 于 (3, r. Rf atdila | <Pa< 


1 


co)? ', 利用 Holder 不 等 式 得 
E(a*)'— ECa*" y c) 


< (Ea*’)tP(r< wo)? <1 
由 此 , 类似 于 定理 4.1.1(i) 之 (iD 的 证 明 可 知 , 3$ X RR f = 


CF) WR ECS) | df, ll ^ «ee, JU CFo feli sc. MA X e 
b 一 致 可 光滑 空间 . 

定理 4.1.5 X X æ Banach FE, 2 5 q— 909,0 — rx q, Wl 
以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æ gq 一致 可 凸 空间 ; 

Gi) D,(X) PARES EA f = Chins 存在 分 解 


fa= ees — aod (4.1. 22) 
keZ 
使 得 
E l/r 
| fll bao 一 inf( >) yi) (4.1.23) 
REZ 


这 里 a‘ 是 (3,7,00) 原子 ， k c Lx sup | o? Cat) | r < ©, Cu Deez 
kEZ 


是 非 负 实 数列 ， Ga) € L, 此 时 ua! 在 D,(X) 中 收敛 于 S. 


kez 


证 明 OSGD S= (Ameo E DX, A = Aden 是 
相应 于 定义 中 的 非 负 增 加 适应 R. V. 序 列 . 对 任意 有 EZ, 定义 zs 
= inf(n > 0: Ani > 2°}, W c 4 oo (Reco). > 

m = 3 X 2*P Gr, < o0)! 

a = gi (fre? — FP) 
FE f= Py ves — FP) = Danan. STAR Cau, EB, 


keZ kez 


= NE. 


lan ll SK dp fre — fr l 
«uu CA I T AD < Ply <0)" 
ALA gq 一 致 凸 空间 具有 Radon-Nikodym VE Jit, H sup | a5 || LOO <= 
P(t < 09) 7 Sil, FF YE PRÉC a^, 使 得 Ea" = ajo nz 0. 特别 地 ， 
Jat? Le sup ll afl < PCi o7 IH aly ince => Ha! 
x (3,7,00) AS. XWq 一 致 凸 性 ,应 用 Holder 不 等 式 得 

| o? Ca^» ||? = Ea Ca Dou ca. 


LCE JY 5,20) Pr < 0) 77 «C 
于 是 sup | Ca") |, <. 现在 估计 Dat ， 一 方面 
REZ 


REZ 
loa Se 09 Pis ee) 
kEZ kEZ 
6” j : 
A CEAR) = C | fill D (X) 
2 =] d 
Fr 
r 3" kr G-Dr r kr 
= — YP e ak ee 
Dail ra = 
zx EQ.) = C, || FI D.OO 


72'—1 
关于 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 下 确 界 即 得 到 (4.1.23) 式 . 有 关 级 数 
Smat Æ D, XO 中 的 收 仇 性 ,可 类 似 于 定理 4.1.3 中 的 相应 部 


REZ 
分 证 明 ,， 此 处 从 略 . 

GDS G) W f = fideo A X fh Walsh-Paley $h, 满足 
sup || falo <. BR f= CF, € D(X), W f = (fid nso 
TEE GD A C(3.q.o090 类 的 原子 分 解 ， 且 满足 (4. 1. 12) 式 和 
(4.1.23) X. TF 


lo" CO li Cui) Ge) 
kez 


«C Io Ca^) | I f ll o œo < 99 
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从 而 IS? CA a= lo?CÓ I eo. S'?CD «oo. ae, 这 说 
明和 是 9 一 致 可 凸 空间 . o 


84.2 PART E R BA E Tia] BH] R P PE 


在 调和 分 析 中 ， 作为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 概念 的 发 展 ， 
函数 的 平 削 算 子 ( 也 称 上 # 算 子 ) 是 由 Fefferman 和 Stein 引入 的 . 1973 
Æ, Garsia KZ HED” $8] Sc AK, 1990 E, 刘 培 德 和 龙 瑞 脐 将 之 推广 
到 Banach 空间 值 款 . 由 此 生成 的 一 系列 款 空 间 是 刻画 蒜 Hardy 4 
间 的 共 轿 以 及 研究 空间 和 算 子 内 插 问 题 的 有 力 工 具 . 对 于 实 值 鞭 ， 
空间 K, MK) 最 早 由 Garsia 引入 ， 于 刻画 实 值 蒜 Hardy 空间 
WK te 9. 而 对 于 Banach 空间 值 款 ,空间 , 开 .(X) n. KX., 
KEO 和 KX) 是 由 作者 引入 的 , 利用 它们 刻画 了 一 系列 Ba- 
nach F WJ (i $k Hardy 空间 的 共 斩 空 间 ( 详 见 第 六 章 ). 这 些 空 间 都 
联系 于 款 的 某 种 平 削 算 子 , 对 它们 的 形式 稍 加 改变 . 本 节 对 一 系列 
平 削 算 子 生成 的 Banach 空间 值 著 空间 , K,(X) 、, Ki(X)、， 
Ki(X) M KX), 40<r< ph, 建立 了 原子 分 解 定理 . 

设 (Q.9. P) 是 完备 概率 空间 , CX, || + ||) 是 Banach 空间 ， 
f= Sn 是 与 9 的 某 个 递增 子 o RAEI C n)a 适应 的 入 
HR, df 二 (4f,),so Af WRAY. RP dfn = fa fmon 
0. f, =0. 0< p « co, EMA 了 的 儿 类 平 前 函数 分 别 为 : 


s: D 1/ 
Tia = sup (E| f. — f. l^ 122) ^ 


sw 


T} P = supT, Cf) 


E l/p 
Toa D = sup(EC Fa = fed? 1 FD)” 


mmn 


TP = supT,, C£ 


T ga = (Eco? GO — oP | 3) ^ 
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T $CD = supT%,, Cf 


TS = (EUS? CO — SACP)? | Fd)? 

TLD = supT$,, Cf) 
设 1 二 p 二 吕 ,0 二 7 之 p, 本 节 将 讨论 如 下 由 平 前 函数 生成 的 X 
WE i s 


KIO = (f= GH: IF uen = M T* CD De om) 
KAM) = (f =F): 1 Foo = ITO Is moe) 
KQO = {f= GO fll oo = | TCA HL, x 09) 
KiOO e F = Oo Ie 12$ 60 1 om) 


定理 4.2.1 Be XÆ Banach ZH, 2 q— 65,0 — r« q. Wl 
以 下 条 件 等 价 : 

G) X æq 一致 可 凸 空间 ; 

Gi) KEX) 中 的 每 个 总 Of = (fins 存在 分 解 


f= X mEt n> 0 (4.2.1) 
Kez 
使 得 
sr 
| fll roo ~ inf( >) ui) (4. 2.2) 
REZ 
这 里 a* 是 (3,r,g) JAF. Rk © Z, IFA supl o'? Ca’) | , < eo, 
keZ 


Cun kez 是 非 负 实 数列 ,， Gud EL. 
证 明 @SGi) R f (J,),s。EoK+(X), 则 有 


(Eli Ts — Vosn&m« eo 


EG faa LAD) S TOY Al Wasi 
(4.2.3) 
W p=aq/(q—1), WHER RE 2, 定义 
um = inf{n>0: Th, (f+ | f, Il 25) 
= 116. = 


be 3p X 2°P « oo)!" 
ui = pe (fy — fu) 
从 而 | ail scat dp fme + qp A p.c 
| as la = CE lai ll Zice) 
sus {LE | foe | rue 1" * 
[E | fo | aces ] ^) 
eun {LECE fom D TS eeu] 
[ECEC fo | | Fa) Xie) T) 
Kpr (2 + 25) Pr < oo)" 


于 是 Cai) Æ L,(X) BRAH. 因为 g 一致 山 空 间 具 有 Radon- 
Nikodym 性 质 ， 故 al JLB &b ab ke Sk. 仍 以 a* 记 其 极限 ， 则 
E,a^ =ai,n>0. aise XA s nnd. ab —0. Doob 


不 等 式 得 


La Ilys elle lee Pin «om 
这 说 明 a^ 是 (3,r,g) 原子 . X Wg 一 致 凸 性 ,并 应 用 Holder 
不 等 式 得 
lore? || Tee E |a || Paes et ee 
故 sup || o Ca*) |, < ee. 
REZ 


F 面 估计 914i. 一 方面 有 


keZ 
uk = (3p)? > 2” PCy, < œ) 
Rez keZ 
«y DOP PU 4-190 > 29) 
kez 
(6p) 7, NS 
«E (rr (ECT G2) + ar (ECf*))*) 
2p" +) 
«PP fleo 


2 =l 
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F 面 最 后 一 个 不 等 式 是 
PTCA ss J 
Syl =GP 12*PG < oo) 


kez 


关于 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 下 确 界 ， 则 
得 到 (4.2.2) 式 . 


Gi) > Gi) 


sup [| f, lla < 


存在 (ii) 中 的 
(4. 2. 2) 式 . 4 


|. C lt (Xt) La? cat ls 


«OC | fll gio (4. 2. 4) 


另 一 方面 ， 


kez 


=GP SP (CIT Ef») 


REZ 


step) Se PCT US gn) 


AA TA I-< If la<ell fll. 


< 


REZ 
Gp)” : ! 
之 Ti cf) | 
SÉ amo 
=C, || f |l KE (4.2.5) 


d f = (fideo A X fü Walsh-Paley $k, jj 
co. BR f= (fi €,KT OD, W f= (fad ase 
(3,9,9) 类 的 原子 分 解 ， 且 满足 (4. 2.1) A 


w= 
是 


kez 


x C || o'? (a^) | E I f | "KE XD < oo 


mj 
人 L 


(4.2.4) 式 和 (4.2.5) 式 


i 


从 而 ISEM Ig = oN |. S" CO < ce, ae. 这 说 
明 X 是 9 一 致 可 凸 空间 . 


定理 4.2.2 
以 下 条 件 等 价 


G) 入 是 9 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) K, X) 中 的 每 个 款 上 = Sn) 存在 分 解 


fs — Pa E,a* n 之 0 


kez 


it X # Banach 4 fi], 2<q<0.0<r<q, Wl 


I Fl gto ~ inf( yuk)” 


REZ 
这 里 a* 是 (3,r,9) RT. kez, IFA sup || S? Ca’) | , < eo, 
REZ 
Cui) pez 是 非 负 实数 列 ， Cur) € L. 
证 明 QO) 二 GD X f = Cf), EK, X), WE 
CECI du Shea ll dote Ta. Vl<n<m<oco 


于 是 


CECI Fae lit | a Te Ea Yn>1 
W p= 9/(g 一 1), MER RE Z, 定义 
um = inf{n>0: Ti A H | fra d > 25) 
pa = 3p X 2'PG, « co)" 
an = pe (fre? — fy) 
其 余 证 明 与 定理 4.2.1 类 似 , 此 处 从 略 . 
定理 4.2.3 Ww X Æ Banach BiH, 1 — p<2,0<r<p, W 
以 下 条 件 等 价 : 
GD 入 是 户 一 致 可 光滑 空间 ， 
Gi) KIX) 中 的 每 个 蒜 f — (fuse 存在 分 解 : 


i= mea nS 0 (4.2.6) 
REZ 
使 得 
^ * l/r 
| fl wean ~ inf( > ui) i (4.2.7) 
kez 


这 里 a‘ 是 (1,r,00;p) RT. a‘ c ECX J; ( k € s 
E qu m eos Crez 是 非 负 实 数列 ,， Gu) EL. (4.2. 0X 


sup || a 
keZ 


中 的 “inf” 是 对 三 的 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 的 ,此 时 S at 在 
kez 
KX 中 收敛 于 S. 
证 明 MSGi) 设 /= (CÓ. EKK, ERA OA CO 
关于 F, WM, WA 
oi C = (Etsi CO? | 2,5) 


l/p 


= (ECR Cf)? — a? CO | £0 FEC? CO^ | Fd)” 
«T CD + oP C 
对 任意 &E Z, 定义 停 时 、 实 数列 和 原子 如 下 : 
coc dnf(nze0i: Tgn, N +o? (f) > 25) 
pe = 8X2 PG, < ©), ah = pa fee? — fre) 
从 而 
c? (at) = (9 EA | dat | ^)" 


n=1 


d 2 EG | df vee = fie | pyle 
n 


n=1 


« L gt? ( fen ) +o” (f 95 
Hk 


«lon + 2*) 
Hk 


«Pn < co) (4.2.8) 
和 的 户 一 致 光滑 性 ,得 到 [a^ ||, Cl o? Ca^ | , < CPC 
< œ), 于 是 Caf) Æ LOO AAR. 因为 p — SOCIB si 
具有 Radon-Nikodym 性 质 , He a^ JUS Ab Ab iic £c. 仍 以 a^ 记 其 极 
R, WW Eat = ab, nz 0. di ab lE XA ne Mat — 0. 
由 (4.2.7) 式 得 [| of? Ca) || <P 二 ceo) ,这 说 明 必 是 (1， 
r,œ; p) 原子 ,并且 


yt => (free — fe) 


REZ REZ 
SSS ST 
REZ m=0 m=0 


— M = Otonzg } m Xima) )df,, 一 por , V n = 0 


m=0 REZ 
41.2. ORRE. BA (c, — c9) boa” = 0, 0o” (a) —0. 应 
Holder 不 等 式 得 
— 120 = 


一 


下 (ao y — Eta" yu eu" 
< CEOP Qv ou Pis «oj & C 


Æ supla'" |, «ee. 下面 估 计 Sui, SHUR: 
kez kez 
Seas D2*P(r < œ) 
kez kez 
eg AFP (TIPY + te? UI S2) 
kez 


= MU. (oe 2*P((TiCO) + (c^ PY > 2*)) 
kEZ 


= See (TIY E UP ez" 
2" ex 


xl m EC GO» EGG) 


TV CO 的 定义 , 注意 到 EO? CO? | A07 LSTA, T 

Jensen FÆR, C5 rx p N.A 

E(GO AY I £j) 5 ECo™ (f)*)? | FA) 
< (Elo CD? | Fd)? 
E DPI 


从 而 
OP GVI = EEO” (AF | AD SETIA 
故 
2 Su. TX2E(T, AG FY 
kEZ 
_2 
SAF I FI tero 
一 方面 ， 有 
Di= 8 D>) 2° Pa < eo) 
kez kez 
= BP (CT IPY + OPA > 2”) 
kEZ 
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= 3 Ser rp > 2") 


kez 


= LP (2% Pie CF py ee 


liz 


= p 


关于 所 有 如 此 的 原子 分 解 取 下 确 界 即 得 到 (4.2.7) 式 . 此 外 由 原 
T (a 的 定义 知 


f— Dat = fo fom + for 
k=l 
既然 cuu >, a.e. (m>oo), PATE — fim?) +0, ae. 
(m > œ), AW T 5Cf — f» T SCD . 由 控制 收敛 定理 得 到 
| f— fe? xo EC TIS fo?) ||) + 0, ae. Gm o). 
Kab, XN TIE) < 2’, w lim | CP» xo = 0. 总 之 ， 


m 


lim | 了 一 ria I" Kœ 一 0. 
k= 
eee 


Gi) > (i) BR f = (f. 满足 ED Idsf. ll? = 


n=1 
ECD) E I 4f. ll^ | 4,45) = Ele? (fo?) « co, WW 
(Et (D^ we Ch | FD)? 
< (EP Ch] a)? H EOP GO | F)? 
进而 , PT ERO rdi 
ECT CJ) «i 2EC” (fo?) < eo 
TR SE KOO, GDH FA. 注意 到 sup | at -< 


eo, Cu) c Ls 则 
= 12 = 


Ell fe— fe? ED YG a — ak. II” 


keZ 


«C >» w+ C Dini (sup EI ak 一 ni | ") 


PES kEZ Lis 
(4.2.9) 
既然 在 Li(X) Pea >a, kE Z, n— eo. (4. 2. 90 X t UJ] 
f= 二 (fi)wzo 是 L,(X) 中 的 Cauchy 序列 . KAZ, f 依 概 率 收 
S. 这 说 明 X d p — St urocig mn. 
4E HE 4.2.4. dx X AE Banach lH, 1 — p<2,0<r<p, ll 
以 下 条 件 等 价 : 
G) X Æ p S np o6GiS T I s 
Gi) ,K? 00 中 的 每 个 蒜 f = Cfosss 存在 分 解 : 
does PE! nS 0 


kEZ 


. lr 
A KO ~ inf( >) ui) 
AEZ 


这 里 a‘ 是 (257,00; p) hi f. a* € L,(X), (k c Z), 并 b 
sup | a** |, < 00, Crez 是 非 负 实数 列 ，(Cw) € L. 其 中 的 


“inf” 是 对 大 的 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 的 ,此 时 uua de K? OX 


kez 
中 收敛 于 F. 
证 明 (O0 GD ve f= (fideo € pKICX), 注意 到 
ESP CO? | Fd)? 


|r 


< (EGSR — SAA)? | G,))? +H (ESAO? | 3,20) 
qa 905 
对 于 任意 AE Z, 定义 停 时 、 实 数列 和 原子 分 别 如 下 : 
t= infin > 0: TiC + SE > 2! 
jx = 8X$PQ coe)”, ab = ay fes f) 
其 余 证 明 与 定理 4.2.3 类 似 , 此 处 从 上 略 . 
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84.3 其 他 蒜 空 间 的 原子 分 解 


AR bh ie PSK Re ,V.CNO 和 ,260ND 的 原子 分 解 . 在 实 值 
BS f E TR. 这 两 类 款 空 间 分 别 由 Herz(1974 年 ) 和 GarsiaC1973 
年 ) 在 研究 蒜 Hardy 空间 的 共 斩 问 题 时 所 引入 的 

WO, 是 非 负 不 减 适 应 随机 变量 序列 , = = 0, O= (0 
(0 neo: EC.) <1}, EM 

(9 f= fi): | 


pt CX) = oo " 
1 | f| ,£00 — inf | UD gir l df, | Pye ye ail 
n=1 


对 于 空间 pL X) 还 可 以 采用 范 数 (或 拟 范 数 ) 


| fll gœ% = inf { 人 EX FECI dE e L3) 
甚至 于 


Il fll sao = inf (EX EPE dfa l 5233779 


€ecp 


lim 


这 


BOP = {0€ e. ECS OPEC df. |? | Fudd <oo}, X 


易 验 证 它们 之 间 的 等 价 性 . 
BRST, = { 非 负 适 应 序列 Y= ON) iso: | y* | rS ®©}, ya 
=0, 定义 


f= (Ffa): 1YET,, VO 
ph, CX) Ve : z 2x 

使 得 E fn — fl^ | Fd 
并 且 lig m intl y |， 


5E PE 4.3.1 Wt X Æ Banach "E [B], 1— p «2,0 — r « 1, W 
以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æ p —8 urotig m fl s 

GD L, CX) "PI AER EE S — Cf nso 存在 分 解 
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fa = Durbar n> 0 (4.3.1) 


kEZ 


Il fll ~ inf( ur)” (4.3.2) 


REZ 


这 里 a 是 (1,7r,co;p) 原子 , a € LOO CRE 2Z), HA 
sup | a^* ||, < eo. GaDsez 是 非 负 实 数列 , Gu) € L. (4.3.20 XX 


kEZ 


中 的 “inf” 是 对 了 的 所 有 如 上 的 原子 分 解 取 的 ,此 时 D pua? 在 


kez 
,g,00 PIR f. 
证 明 (D Gi) WX f = (fos €,4,00. 并 且 不 妨 设 
Ifl, = 1. 对 任意 0 € Of, $ TPAO 


n 


DOE dfi l^ | Fad, HAER k € Z, 定义 停 时 


Be = inf{n zm 0i: PTR Cf.0) > 2” } 

y, = infín zz 0; TAO > 2* 

Ta = Be A ve 
既然 f €,7,00,0 € OCP), WT Cf.) <, 0. — co, ae. 
AR. POTEO m TIO CK 关于 nn 单调 不 减 , FE a = Bw 
Anto. iH 


E 
局 


FEE 


n+l 


e Credit A EN dfi l? | Fad 
i=1 


«oU TIC 


于 是 
oP (FE) OT SP ,0 ac dt 
记 
pe = 3 X 2* P, < œ) 
a. = pe Cfi? 一 foo» 
从 而 


o? Cat) ditm l| dak || ^»? 
n=1 


SHZ En | dso — ape | yo 
n=1 


[ 
<io” (fH ) + c P (f )) 
Lk 
<tc a at 
Hk 
<Pin< wy (4. 3. 3) 


根据 X 的 户 一 致 光滑 性 ,得 到 [a^ ||, < Clo? Ca |l,< 
CP (c, < c2) 7. 则 (ak),so Æ L,CNO GAR. 因为 p 一致 光滑 
空间 具有 Radon-Nikodym 性 质 , 故 ay 几乎 处 处 收敛 , 仍 以 a* 记 
其 极限 , W Ea" =a, n>0. h a ELM, A n< l, ai = 
(4.3.3) 式 得 | o” Ca) || < Per <0), KB a* e 
dA,r,œ;p) 原子 ,并 且 


Xak => Ue JW 


ex 


kez kez 
= 2 ( X I. pdf» = Linga) df » ) 
kEZ m=0 m=0 
= 之 / 2 (Livia, pc Ici Jf 
=f, , V n = 0 


(4.3.1) 式 得 证 . 显然 在 (c, =œ} E, a* =0,6% Ca) =0. & 
] Holder 不 等 式 得 
Ela" yY E(a* I 


(gio) 2^ 
sc UC Ca T Sud iy, e cn) mo 
<C 


于 是 sup | at |, <. 下面 估计 D ,一 方面 有 


keZ EZ 
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X —3 > 2P (r, < 62) Tæ 


fet e inf( ut)  & € Il fI ,s C 
—3' >) 2" P C(f < 99) U {u < 993) kez 
fez 范 数 的 齐 性 得 
inf( Dyk) < G I flyg (4.3.5) 
kez 
=3 3 PCTS G TS (4.3.4) 式 (4.3.5) 式 ， 则 (4. 3. 2 REWE. 
REZ m 
» k qu x.f— Eg Po ft) p, A ns 
> ET? (f,0)) Wo Wd ee Se ONUS 
CECT? (CF) —> œ, a.e. (m > œ) , FÆ 
7 no 2 TP (f — fe) ,0) 
从 而 , 
B = TP (F, — TP (fim? ,0) +0, a.e. (m —> œ) 
LIS lls < inf 2» (4.3. 4) : 
LEFT us Sinf( aD, AA TP Cf foo 过 TP G5. mill dc A 
ae | f— fom? 8s 
pi =3 Ya PCUIB < c9) U du < 9m)» = inf (E(T2 (f — fe)))- 0, (noo) 
kEZ keZ 0€ O(N 
LER TÉ F p) (x) L ; ty) = M3 
=37( 2" Pin < œ) + S 2*P CU < eo) n (yy = co})) 5 Jj dB. D IA Cf )« 2", 故 lim | f | a 0. MZ 
kEZ kez m 
a3 d, +1) lim || f— Xea’ ll, — 0. 
XF LA L, d Abel RH, HA == d . 
Lc SP Poi «ee Y POP > 2") GDS G) BR Sf = (fox 满足 ED) df, ll? = 
REZ kEZ n=1 
< ETL Gu,» EC EC df, l^ | Fad) < co, 则 对 于 任意 的 0 二 +r 之 1 有 
n—1 
| fll % —int( (E>) E^ EC afa l | 2:2) ^) 
I, = >) 2°P (ih < œ} N (v= oo}) IMS 
[A E 
= Dir PON UTC, s 2m (PU «32533 <= E( 2I ECI df. |? | 9552) oo 
kez 
于 是 fe LAX), CA GO P BF AF OR. 注意 到 sup || a^ |, — 
OP hs 2") reZ 
keZ co, (w) € L, W 
< EU. ) 去 2” E || fa — Full SED i ees II? 
27 =] 2 — 1 kEZ 
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«CY 0 ni sup E || ah a | 
[kI & &, 


[kl >k keZ 
(4.3.6) 
既然 在 LI CXD P, af — a^, kE Z, n> co. (4.3. 60 5X Vi BJ 
f Gus 是 L,(X) 中 的 Cauchy 序列 . 换言之 , f, 依 概率 收 
S. 这 说 明 X d p 一致 可 光滑 空间 . 
注 ” iSEEs EGO GDO O0 — rm op dX. 因为 (4.3.4) 式 在 此 情形 下 
依然 成 立 . 
定理 4.3.2 X X XE Banach 空间 ,2 之 gq 二 ,0 二 rr 之 gq, 则 
以 下 条 件 等 价 : 
G) X 是 9 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) gH, CX) PAYER ER f = Cf oss 存在 分 解 
fn = SE nS 0 


keZ 


I fll ~ inf( Bp) 


REZ 
这 里 ad 是 Gro 原子 , &E Z, 并 且 sup lo? Ca^» ||, < oo, 
Gu sez ARR RBA. Cu) € L. 
TW Gi > Gi) X f = Cf), EANAN, WEE 7y = 
Os € Ty, TEE 

LECI um Fell | 521 7 VOsnam-«e 
于 是 

LECIA | He S Fa ee s Yn>1 
W p= q/(q—1), WHER RE Z, 定义 停 时 


te = inf{n > 0: nt Il fall > 2*} 

pa = 3p X ÅP C, < 00)" 

az = pe Sfr fre) 
:余部 分 类 似 于 定理 4.2.1 EJ. JE Rb AE. 


\ 
4 

M 
A 
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84.4 MIERE RARR 


在 第 三 章 中 曾经 讨论 过 儿 种 款 空 间 的 相互 嵌入 关系 ,不 难看 
出 ,这 些 髓 入 关系 可 以 刻画 Banach 空间 的 一 致 凸 性 和 一 致 光滑 
性 . 不 过 ,其 讨论 的 均 是 大 指标 蒜 空 间 , 即 其 中 的 指标 > 1, 对 
于 小 指标 OO <r<1) 蒜 空 间 来 说 ,其 方法 不 再 适用 , 本 节 将 借助 
于 前 面 所 建立 的 原子 分 解 工 具 来 讨论 它们 之 间 的 相互 嵌入 关系 . 


—. 8k Hardy 7 [8] If] Bk 2X: 7& 


4E 3E 4.4.1 dx X X Banach 空间 ,1 二 Pp 过 2， O<r<l, 
则 以 下 条 件 等 价 : 
(让 人 是 Pp 一致 可 光滑 空间 ; 
GD HIX C 瓦 (X) , JE Hé dE C0 ,使 得 对 于 每 个 X 值 
Bb 了 一 〈 广 ),>。 Bx 
Il fll uoo s CI fil pH (4.4.1) 
(iii) ,Q,(X) C H,CND JE Hé 4g C 0, 使 得 对 于 每 个 入 值 
Bf. 成 立 
| f | HX X Cll fl 8,00 (4.4.2) 
证 明 (=> Gi 定理 4.1.1 知 , 当 f= a)r € pH CX) 
t, 三 有 关于 (1 ,7,co;p) 的 原子 分 解 
a = SE, a*, nzo 


REZ 


并 且 (4.1.2) 式 成 立 . 由 于 sup lat ||, < oo, ik 


In 


EYL uU a y 


kez 
« C» « CI £l uno 


kez 
此 即 (4.4.1) 式 . 类 似 地 ,利用 定理 4.1.2 n] üE BI (4. 4. 22 5X... 故 
O> GIDRA. 
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a 


GDS £f= ea WE EO? (fp) = v af. lt 

co, 由 Hilder 不 等 式 得 到 B 
E? Cf)') < (Ele APE < co 
ü f EHX. X T 8k (fw 一 fuso 应 用 (4.4.1) 式 得 到 
l fco fa Co Cfo GA 

13 qur uic e ue RAT. f. dE L, rp ff] Cauchy FE Zl. M ifi fk BE Sk. 
Fit XE p—S8 yis. 

Gi) d f= (Ffa) Æ X AI Walsh— Paley $, 满足 


EG? Cf) = M ll df. ll^ « oo, WH SPC — oP CD, Vm, 


1 一 0 


Il Ff 30 S IFI ja. 对 于 F= (frm fr)mzo 由 (4.4.2) 式 


得 


l fom — fal ,< CIF ocx 
< Clo? A of 
此 与 (ii) 之 (i) 一 样 ,可知 f, 依 概率 收敛 , Mit X d b 一致 可 光 
骨 空间. o 
定理 4.4.2 d X Æ Banach Bl), 2<q<%,0<r<1, Bill 
以 下 条 件 等 价 : 

G) 入 是 qd 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) D,CO C,H), FARE CS 0, 使 得 对 于 每 个 X 值 
Be f = (fi dnso 成 立 
IfI HS X Cll fl po (4.4.3) 
Gid D, X C AX), FAA LE C 0, 使 得 对 于 每 个 入 fü 
Bef = Oo. 
Il All noo S CI FI ioo (4.4. 4) 
WW OSG ,.GiD 4G f= (fidiso E D,(X), 空间 X A 
有 RN 性质. 由 定理 4.1.3 知 , fE Gro) 原子 分 解 fa = 
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ae 


DmE,at sn > 0, HA (4.1.16) RR X. 此 分 解 知 


EA 
Cd f Dons m = pada. 于 是 


Se (六 一 25 > | df, | * Xig<r<y,,} 


n=0 REZ 

= be »* | df, | j Xn? 
kEZ n=0 

=} 4 ll ae lit 
kEZ n=0 

- ye (a^ )* 


kez 


注意 到 lat lo < PG, < oT, HAM n — co 时 ,ae =0, 
X Bj q 一致 可 凸 性 ,利用 Pisier 不 等 式 得 到 
ES? (at) = ESO La y aes 


« CES? (a) P Crp < 0) 7 

< CCOEQa )!) 1 PG < co) 7 

< CCEC) yi cu) Pn, < oo) « C 
利用 以 上 两 式 和 (4.1.16) 式 得 

ES® (VL S uS Cat)” 


REZ 


<C> pi s Cl fto 


kez 


此 即 (4.4.30 5X. 2€ fF b xS Wi X ou 8$ 8] oP = 
P uso? (a), UR Eo Ca)” « C. 从 而 


kEZ 


Es Cf)' <C> pi s CI fl boo 
REZ 


JE BN (4. 4. 4) X. 
GDRGDS> a hf = fa)  X TEIN Walsh — Paley #, 
满足 sup || f, ||. < co, 则 由 (4.4.3) 式 或 (4.4.4) 式 可 得 S'" COD 
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« co, a. e. . BE o? (f) « eo, a. 


得 知 入 是 9 —-8 wg msg. 


e.. 在 后 一 种 情况 下 ,由 于 d* (有 ) 
= sup || df, || € Lo, Garsia 引 理 说 明 S? Cf) < œ, a.e., 


二 、 平 削 算 子 生成 的 蒜 空 间 的 嵌入 关系 


以 下 条 件 等 价 : 
G) X xe p 一 致 可 光滑 空间 


; 


此 


定理 4.4.3 w X Æ Banach Bll, 1 — p2,0<r<l, N 


< Dui (ECE (05 | Fd) 5x e) 


kez 


< ^u 


keZ 
于 是 ITAI < Cf rw, 
C || fll gzow， 这 说 明 KT COD C KD. 


nz 


a | f || K: ® < 


GDS O BR f= Ga WE EOP AO = >) Il df, ll? 


< œ. 由 Holder 不 等 式 得 到 


Gi) ,Kz2CXD) C ,K; O0, 


且 存在 C> 0， 使 得 对 于 每 个 X 


fe BR f = Cf umo 成 立 
| fi pK, < Cll fil ,KLOD 


(4.4.5) 


Gii) IK? O0 C,K,(X), JE He dE C 0, 使 得 对 于 每 个 X 


fü f = Coss 成立 
IFI EOD « CI fil KSO 


原子 分 解 f, = X Ea", 
keZ 
一 致 可 光滑 性 , 应 用 Minkowski 不 等 式 得 
[ECT fa fl? gt 


= (E( | Syste — aD |^ 1 %))? 
REZ 


0. 并 且 (4.2.7) 式 成 立 . 


m 


<C>) pi (E(D EC dat || | A.) 1%))* 
REZ i 


t=ntl 


< C (E0? Ca)? | F) B 


REZ 


HF a*  Cor,cosp) 的 原子 ,容易 验证 


E( 91a (EC (ao | 5))*) 


kEZ 


(4.4.6) 


证 明 GS Gi) 假设 入 是 Pp 一致 可 光滑 空间 . 由 定理 
4.2.3 4, 4 f= CF, € KIO 时 , f 有 关于 (1,r,co;p) 的 
n> 


入 i p 
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EG? Cf) < (Ele Cf)?))* « co 
A f EKIN). WFR (fw 一 fusos 应 用 (4.4.5) 式 得 到 
| Fan fel = EC faan FO 
« (EE fa — fa ll? | FID? 
S fern | Fat co 
<S C || form | "R00 
« Cl oO"? NP -—oB CH) | 
根据 控制 收敛 定理 , 由 上 式 得 知 f; EL. PI Cauchy 序列 ， 从 而 
KPBS, 于 是 入 是 丸 一 至 可 光滑 空间 . 
GiDeG ) JH EE 4.2.4, XWF GO > Gi) f uE B] WT ui 
G)> GiD ; 利用 不 等 式 (4.4.6)，, KW GDS GO WT BLUE HJ Cii > 
G). 


m! 


5E 38 4.4.4. WE XÆ Banach Z, 2 q— 05,0 — r« 1, N 
以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æq — Si nf ir zx fg) s 

GD KIX C Kix), 并 且 存在 C > 0, 使 得 对 于 每 个 X 
{HBF = Cf, 成 也 

Il fll gw s CI fll xtc 

Gii) .K,(X) C K(X), HARE C> 0, 使 得 对 于 每 个 和 
fü gk f = (fous 成 立 
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| fll K < Cll fil QUO 
证 明 根据 定理 4.2.1 和 定理 4.2. 2. 类 似 于 定理 4.4.2 可 
证 , 证明 从 略 . 


=, FE ke [8] A kA KAR 


现在 讨论 车 空间 WK POX), HEX), 2X), 4X), 
H; X) 以 及 D,(X) 之 间 的 嵌入 关系 及 其 与 值 空间 的 凸 性 和 光滑 

定理 4.4.5 i X Æ Banach FE, 1-— p<2,0<r<l, W 
以 下 条 件 等 价 : 

CO X æ p — S n] 618 2 [Hl 


Gi) H(X C,K; 00 日 存在 C>0, 使 得 对 每 个 
HIX) PRP — Cus BO 
Il fl Kœ X Cll f| pH (4.4.7) 


GID ,Z, CX) C,K7 OO 并 且 存在 C 0, 使 得 对 每 个 2,00 
中 的 蒜 f = (fuo 成 立 
| æ s CI FI ,so (4. 4. 8) 
WH SGD 假设 XX 是 p 一致 可 光滑 空间 .由 定理 4.1.1 
Al: A f= San EHRON, f£ HT A.r,0;p) 的 原子 分 
解 f= 二 D matn, 并 且 (4.1.2) 式 成 立 . Bi XI p 一 致 光滑 


kez 


HE. NH] Minkowski 不 等 式 得 
1 
(EQ fam Fale 1 FD) 


= (E( I Xua — at) LAR) 
REZ 


m 


入 CA 人 (EC EC || dat |? | Fad | Fd)” 
REZ 1 


1 一 7 二 


-— 


LCT (EG? | aS” 


keZ 


EE a^ 是 (1.r,co; p) 原子 ， 容易 验证 
E(X p (Eo (at)? | £55"? 


kez 


< SwiE( (EC (at)? | £2) igen) 


kez 


ae 


kEZ 
于 是 | T; (A) lr x C | "A HEX mu gil K, CO < C "A po» 这 
说 明 HX C,Ki OO. 


(GD 一 (CD BR f= Cf MÆ EO? AO = EM I df, |? 
n=1 


«co, H Holder KERE EC” Cf) «t (Elo < eo, M 
而 f EHK. HT Somn 一 fus 应 用 不 等 式 (4.4.7) 得 
| de all SENI fma — fa llO 
E ECECIL fan $7185 
<S || fes | tRtoo 
«C || Fara ll nto 
«Cl o?CO — s?CÉL)IT 
据 控 制 收敛 定理 上 式 得 知 户 是 工 ,CX) 中 的 Cauchy 序列 ， 从 
而 fa 依 概率 收敛 , 这 说 明 XX 是 p 一致 可 光滑 空间 . 
(ii) 合 Gi) 利用 定理 4.3.1, 证 明 类 似 于 QO 地 (说 可 得 (让 和 > 
GD. 利用 不 等 式 (4.4.8)， 类 似 于 (ii 之 (GD 可 得 (iii) 之 (Ci). 
定理 4.4.6 i X J& Banach i], 2 <q<%,0<r<1, W 
以 下 条 件 等 价 : 
GD 入 是 9 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) ,K7 CX) C,H X) HABE C 0, 使 得 对 每 个 ,Ki(X) 
"gk f = (fous 成 立 
I All woo < Cll FI too (4.4.9) 
Gi) ,K; (XD C ,Z,00 HAGE C> 0, 使 得 对 每 个 
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AK} CX) 中 的 蒜 f— Oo. 成 立 
LFI eoo S CI Il xtc (4. 4. 10) 
证 明 Dea 假设 XX 同 构 于 g 一 致 山 空 间 . 由 定理 
4.2.1, 4 f — Cf € KT OO MN, FX Ger p 的 原子 分 
„= Nuance 0.9 B4... HR, TE co = 


kez 
Jus QU 从 而 op? = Sue? ary” = 
keZ REZ 
Pluie? (a. YER, sup Ilo? (a) |], < oo, Il fI Ko c9 
REZ kez 


inf( Yui)”, 于 是 


kez 


Co? (FN) =< DiE (c? at)" ) < C | f | "KE ON 


kEZ 

此 即 (4.4.9) 式 , ke ,Ki(X) C,H). O> Gii) B E H 28 JL 
(i) => Gi). 

GD> G) R f= fideo A X fü Walsh-Paley $k, 满足 
sup || fa lan < 9e. WER Ff = C), EKN, 由 不 等 式 
(4.4.9) TE o? < co, a.e., Xt — 2b di Garsia 引 理 说 明 
SO? <, a.e. Ik X Eq — Sup gua I. Gi) GO ff) ur 8j 26 
似 于 (ii) 之 (iD. 
引 理 4.4.7 W X Æ Banach "IJ. 1-— pmo,d0<r<p, 
则 p(X) ~K X). 
证 明 KEX) C,,00 BR. 反之 , 设 = (fro Ep4), 
WEE Y= Nise E T., 使 得 
EC | fin — fn ll? | Fd < v» VOxnzm- œ 


SS 


T;,CO = supCEC|l fn — fr l^ | Fd? x y, Yn>0 


IT <y',; | T£CP | ee int | = FI w- 
从 而 p(X) C,KT OO , iit 42500 ~ KEARD. 
推论 4.4.1 Ww XJ Banach FH, 1< p2,.0<r<l,W 

= Be = 


以 下 条 件 等 价 : 
G) X Æ p — S n] JG "8 [8] s 
Gi) 0 JF AEE C 2 0, 使 得 对 每 个 HX) 
HR Bef = Cus 


| P pt 00 < <C | £I pH, 
Gii) ,Z, CX) CX O0 HATE C 2 0. 使 得 对 每 个 LX) 
HA Bf = (Sa) nao 成 立 
Il fll oo s CI fll ,sw 
i£ 4.4.2 ik X Banach Z], 2 pM 
以 下 条 件 等 价 : 
G) 入 是 d 一 致 可 凸 空间 
Gi) ,X,CXD C,H£CX) H fik C> 0, 使 得 对 每 个 CX) 
HA BR f — Cf nso 成 立 
| ae se ll es 
GiD ,4,CX) C ,9,CX0 并 且 存 在 C js O, 使 得 对 每 个 CX) 
中 的 蒜 f = Cf neo 成 立 
I fll zoo < Cl fl xo 
Kwapien pc ， 可 得 如 下 结论 : 
Ei 4.4.3 设 入 是 Banach 空 间 ,0 二 7 过 1, 则 以 下 条 件 等 


E 


G) X WH F Hilbert 空间 ; 

GD K7 O0 ~ H7(X); 

Gii) ,Ki (X) ~Z (X); 

Gv) 24X) ~, HCX); 

Cv) CX) ~2¥,CX). 

定理 4.4.8 WE XÆ Banach 7l], 1- p«2, 0<r<l, 
则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æ p — Su] he 28 [8] ; 

GD ,2,CX) C H,CX) 并 且 存 在 CS 0, 使 得 对 每 个 YO 
= “138° — 


中 的 蒜 f = (usr Bese 
上 fll noo s CI fW zo (4.4.11) 
证 明 OSG) 假设 XX 是 pp 一致 可 光滑 空间 ， 由 定理 
4.3.1, Á f= fnn Eph ON, £48 AR A,r, œp) 的 原子 
分 解 fa = > natin m0, H (4. 3. 2) sh X L. T 


keZ 


sup | ae |, < ©, i 


ESPYS D,E ay 


keZ 
< CMe < Cl Flg% 
REZ 


此 即 (4.4.11) 式 . 


GD- CD BR f= Cf.) WEED | df, | < co, WER 


n=1 


f= GO d €, £ OD. XT E Cu — fuss 应 用 (4.4.11) 式 得 
Il fees — fn ll SCM fos — fn Il noo. 据 控 制 收敛 定理 知 f, 是 
L,(X) 中 的 Cauchy 序列 ,从 而 f^, 依 概率 收敛 , iC X HE p 一致 可 
光滑 空间 . 

定理 4.4.9  W XÆ Banach 空间 ,2 过 gq 二 吕 ， 0<r<l, 
则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æq SBO h E 

GD D, X) C,Z, O0 HLE E C> 0, 使 得 对 每 个 DOO 中 
的 蒜 S= Gao 成 立 


Il fl (GOS C || f£ ll poo (4. 4. 12) 


证 明 CO Gi 假设 X 同 构 于 qd — Sox RJ. 由 定理 
4. 1.:35 Mf (fn ) neo € D,CX) 时 ， 了 三 有 关于 (3,7,0°;q) 的 原子 
4 4t f = D maksin 全 0,， 并 且 (4.1. 16) 式 成 立 ， 由 于 


REZ 


sup | of? Ca^) || , < co, 故 
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Lal =< Sie Le qa MT se IL w 


keZ 
(4.4.13) 


RWB loM = 1, W Coi CO Dus € 0. 容易 验证 
| £l go < (ED Hoe? Pt o D) 
n=1 


(4.4. 14) 


利用 初等 不 等 式 ACo— De «pe —1. (p 宇 0, 0 二 4 过 1). 令 
B 
eT (a) B>A 
B=eP(fP,A=o2(f) ,得 


, 则 得 B—Az GBA 取 


ot? CO" (at? GO* — att CO) T (at? CO" — att C) 


(4. 4. 15) 


将 (4.4.15) 式 代入 (4.4.14) 式 ,再 应 用 (4.4.13) 式 得 


1/g 2o , 
Ifoaw < (2) ED grann)" 
n=1 


«C | fll aw 
于 是 (4.4.12) 式 得 证 ,这 说 明 D,(X) CZ, CX). 
(GD 之 (CD X f = Cf, X X fü Walsh-Paley $, W Æ 
sup | f, ||  « ee; UW || fll pco « ee. Bi Holder 不等式 得 
ISLA res nes veces 
«LEG UB ( pi" 
h oE 8 的 任意 性 及 (4.4.12) 式 , 得 eS®? ll. s IL FIM eoo 
x Cl fl nao «9o. FÆ S'? C) «eo, a. e. B X Jéq — ERI h 


空间 . 
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第 五 章 GR Hardy 容 间 的 
jt He (0— rz1) 


在 经 典 调 和 分 析 中 ， 函数 Lipschitz 空间 通常 被 用 来 刻画 
Hardy 空间 H, O< pc D FN JE Hee fe). 1969 年 , Duren 一 Rom- 
berg— Shields?" 首先 对 一 维 情 况 建 立 了 共 斩 定理 . 1973 年 ， 
Walsh 将 其 推广 到 多 维 的 情况 . 1977 Æ, Coifman-Weiss"^! 又 将 
原子 分 解 这 一 重要 工具 引入 函数 H, E W H R gu SR ie WE. 

众所周知 ， 款 与 解析 (或 者 调和 ) 函 数 之 间 具 有 密切 联系 
(Doob"*). 实际 上 ,， 有 关 函 数 H, HOP MAS EMA H, 
空间 中 都 有 很 好 的 对 应 . 在 蒜 论 中 ,Lipschitz 空间 ,A? 1,A? 最 早 
是 由 Herz" 5) A fj. SER BR. AE RK GH” = 4° and 


GHÐ' DA Heo <r <1, P= 一 一 1 (HSM Long" f 


Weisz’), 应 用 不 同 的 方法 和 技巧 , 也 可 得 到 GHD” =, y 


GH5S)* DL, Hh à «0, Ll.lL- l. #E—36, Herz" iE BB 


i 
a 


T Af SLA ES LL, (其 中 0 之 B= 一 一 ) 是 相互 等 价 的 . 


一 个 自然 的 问题 是 对 于 一 般 Banach 2 M fü BU Seq. 情形 
又 将 如 何 ? 这 在 以 往 的 文献 中 尚未 见 研究 .然而 ,作为 向 量 值 调 和 
分 析 的 组 成 部 分 , 弄 清 这 一 问题 是 十 分 必要 的 . 本 章 首 先 引 入 了 
B fü dz 8] AXO 与 ,AP COND pX 与 LX), 然后 分 别 研 
究 了 QA CXD HS, 4, CXD AP CXD 5 ,L,CXNO 的 相互 嵌入 关系 ,而 后 
讨论 了 AK) 与 ,有 Hi:(X),sQ,(X) Al D,CXD CO — r x D WF gu 
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之 间 的 相互 关系 .同时 ,还 研究 了 hA, ,Ls。(X) 与 /万 7(X)， 
pH; (X) 和 ,Q,(X) RHF HE CIN KA. 结果 表明 ,与 实 值 
AS Te] A ae» JE IY dk Ex 28 Ta) PT H BL JR s p 具有 一 定 的 儿 何 
ROM BM ie Ue x fi) BSE ed 28 [8] RA ASE E 
Banach ^t [8] AY i PE OG He ERA IRR. PE Bl, = p — 
2. X fg T. Hilbert ZH, Pr 3 Si RS Sc E BR AE D] PH I A de 
是 一 致 的 . 当 X TA p — 530618 4 B IN. Ay cR UE FR P Lipschitz 
TERRA H CX) ARAE oe EAA T LE OSE. 
的 原子 分 解 方法 . 


$5.1 ,4^00 5,42, &),,A’' OO 5,L, OO 


本 节 将 主要 讨论 蒜 空 间 LA OD 与 ,2, 00 . ,APOD 与 La 
的 相互 嵌入 关系 . 首先 ,引入 X- Lipschitz Bes Tal A) ze ML. 

设 尽 ”为 多 ,7 人 0 中 所 有 原子 的 集合 ， 记 w， = 
2 PQ)xiw ,其 中 的 和 取 遍 所 有 的 1T” € um. X0 p<, 
B> 0, W 六- 值 Lipschitz # 4s TA] ACX) M ,APCX) (BS 0) 定义 
如 下 : 


[三 (fw)wzo: f, L'OO TRAH 
p APCX) = ] m : . u 
sup || as? sup (EC Il fn — fa l^ | £2) 


1/p 


| 

|. < oof 
I Fl pecs = sup | om sup (EC Jt |) ) la 

(F= og: fX L^OO TRAJ H | 

A apa sup (EO fa — fa d^ 120) e < oof 


t ae Mp 
Il £I ,4^00 = sup | es? sup (Ec ll fn — Fd Fa) ) | s 
容易 验证 , C 1s p-co.BIO0H.di 
IfI pro = sup P(r 4 co) * || f— f* | b 
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其 中 的 “sup” 取 遍 所 有 停 时 “zr”, 令 B f= foe © LeO E 
R= r = Tn) n0 Ta 是非 负 不 减 适应 序列 Il fll 44^ 00 « CI fil pLa 00 (5.1.2) 
i H EG.) <1 证 明 ”这 里 仅 证 结论 0), 结论 (让 类 似 可 证 . 设 f= Peo € 
d O-pza-«eo Ób—coza-c0,EX pLa CX) 对 于 任意 的 mE€ N,AE Fns 9 g = Guo: RE. 
f= Gu fl pla pu P(A) "ya, g,-—0.ngm, E 一 A = >0 
CX) = 
= = sap(EY ret! * | df, | pp < oco W gc G. X B] p — BIG eee, X AG RN (Radon — Ni- 
| ie i ies kodym) 性 质 , 故 f, EL, WH. 不 妨 仍 以 了 记 其 极限 ， 据 定理 
ftf fh, er 
pe AD = m i 
1—p/a pi~ ee 1/ 
中 (PE 2f, < FINT E(D) ll^ È lana) 
xi 1 1 1 s 
E y 满 足 条 件 二 = 二 一 一 全 0, Wid i j 
Y b a =E(lenll?( >> lafill^))" 
(8 一 Cg, umo: En 是 适应 序列 | ae 
aes : | f = E(P(A)~*” df, |^))" 
| Lg. € L', ECS end” <1 ( | fell*)) 
n=0 1/p 
NERES «oo R—co<a<0m, 有 E up 3 "fl 
p<a a > C^PCAY (ex) E(I f— full? | Fe) dP] 
IF goo = sup (ECX Ig | OY bafi)? 于 是 
&€G, C ntl /p 
( ECL £— fall? |FddP) «Cl fll soo PCA? 
/ Pas |, Um p.a Z,00 
| FV gen = sup (ECD) Le IO E410) | , 
«e i= 既然 BO, 因此 当 A RA F, 原子 时 ,车 令 PCA) 充分 小 , 则 知 
上 述 两 式 的 证 明 与 了 实 值 蒜 的 情况 类 似 〈 参 见 Long, ECI f—fm ll^ | Fad ya RT FA AD MEAN EC || f— fa ll? Fada 
Weisz”! , JE Rb 45 Ws. =0,VACS,, ARA Fa AF. B- JM HASI EAF, 
定理 5.1.1. RHI<p<2,-wcoca<0Ma=oo, p= 子 时 
1 are 
一 二 之 0, WX MMT p ZMZ, N Bol CH £— fall? | dP)” < CL ll £M uos PCD? 
OLX C AX, BEER R C= C, 0, PBN ER 这 两 方面 的 事实 说 明 
f= Gin CS EC || f—fell? 12,2 « Cil fll eon * of 
| fll eo < CT FI ,am (5.1.1) 从 而 


IF p = supl witEC f- fs l^ | Fd”? le < Cpe Il Fl ,sem 
: 


Gi) ,L,CXD) C ACX), HAE 3$ 3X C= Cpa > 0, 使 得 对 任 
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即 pX) ERRA ATO. 
定理 5.1.2 假设 2 过 gg 二 ,一 口 过 a 二 0 或 a= œ, 


8-—L2o. X 同 构 于 4 一 致 止 空间 , 则 


Gi) A*CX) C AN), 并 且 存 在 C= Ca >00, 使 得 每 一 个 f 
€ A*OO 满足 


T 


I fll ,sw < CI fI e 6.1.3) 
GD AFX) C LOO , 并 且 存 在 C= C,, > 0, 使 得 每 一 个 
f € ,A* OO 满足 


Il KM oe «CI fl ue (5. 1. 4) 
证 明 — xc S LUE G), RW HAE Ci. X f = Cf.) € 
A X, 根据 X 的 9 一致 凸 性 , 据 定理 2.4.11 得 


ISl æ= sE A lg, l* C; I dfe Il’) 


ge G n=0 k—nH 


< supE >) | 8 ll "Ci supC ll fa — f. I | FD 


get pa mn 
9 


= C supE >} || & | wf (ai? sap(EC fn — fa I | 920") 


EG n=0 m>n 
<C fll A? supE >) lg || “of (5.1.5) 
EG n=0 
aa d 1 1 
n= (Hlal), Fw MEG <1 ro, 
kin 


zi dE 
S1, on Sr, ,于 是 


3 1—g/ 1—g/ / 
Slee Vw a 
n=0 n=0 


一 NM [ons yr — Crile vaya ) (rie ay iq 


(5.1.6) 
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" m a = Gq 
rte yay la q)—--.t— 
qa a a—q 


下 述 初 等 不 等 式 
À(— Dp" K Al (p21,0<A<1) (5.1.7) 


, B t 

B o (D1, BS At, = 二 ,得 

p A q 

(B— ANB LB A OLLA) 


取 B= yia Ma i A = rive , 则 


(pee ye ery 


SO OY = GD) 
t 


再 由 (5.1.6) 式 得 


S Ie lwt < ED Coy ole 


n=0 n=1 


To at) 
从 而 


dev 
Il f ll 45,00 < Cll fil a Sup TES, Cry — 1439 
r€ 


n=1 
« C S | f | ty sup EC 
< j P sup Tu 
1 T FER 


«CI fM s 
即 AXO ERIKA LX). 
根据 Kwapien 定理 , X A F Hilbert © H it, X 既是 2 一 
BLA. Mat 2 一 致 光滑 的 ,从 而 有 : 
1 


EY 5.1.1. 假设 一 过 a 二 0 或 者 a 二 ,B= 一 一 宇 0， 
a 


X AHF Hilbert 空间 , 则 AX) ~ 49, CXD 4, APCX) ~ 4L,CXD. 
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$5.2 


A CO 与 ,Hz X, Q, 


OO, D, OO FEAT 


本 节 将 讨论 Lipschitz 空间 ACX) 与 小 指标 Hardy ‘ha fü] 
,H:00,,Q,0O0 和 D,OO(Q « r « D HHH HX)’, 


,Q,(X)" Al D,OO* 的 相互 关系 . 这 里 


介绍 的 原子 分 方法 . 
定理 5.2.1 RRI<p<2,0<r< 


致 光滑 空间 ， 则 在 等 距 


pQ, CX) WREN, HP g= 


证 HH 


pH 4X) , WU dk f I 


得 


2 


b 


(i) FE UE A? CX ) C,H} X)”. 
Ti (lipar) ET a REŽ urk E Z. 使 


1 
=+—£>0. 
peu ue 


Dua = Y — fH) f 


kez kEZ 


这 里 的 级 数 在 QHLCOND cha Sk. di 


meer 
ECfg) 


由 于 AX CL), WW 


= SE Ca‘) ， 


REZ 


有 意义 . 


Holder FÆRI X B p — $618 tE, 


ILP) 


1 原子 a ffi iE X. ECa'g) 


< » | m || Ea'y) | 


kEZ 


f €,H5CX)D. 


pea x) 


= Etat(g 一 g) . Al 


p. 
得 


<D lal ll, lgl, 


= Cy | Le | CEs” (a*)? P Cr, Æ 00))5 | Q— q* I q 
keZ 


io ot ll, 


REZ 

< Š) | | Colo? a Ilo lee |), 
REZ 

< C, | ux | PO A 0927 


kEZ 
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E 要 将 用 到 在 第 四 章 中 所 
LAX RMF p— 
同 构 意义 下 AX) 连续 嵌入 HOD 与 
p 

zj 


a f ©€,Hi WCT 


8 2.4.11 @ "本 ?7(CX) c 


ma 


< 


OD | Le | | e I Oo 


keZ 


d Uere I; 


其 中 B= 二 圭一 之 ,C, > 0 为 仅 与 p 有 关 的 常数 ， 
T q 


于 是 


其 中 C 过 0 为 仅 与 por 
,HICX) 上 的 连续 泛 函 , 目 


| Lf) [^x C» | p |" || e || af 
kEZ 


| LP Ix CI fI pH l p | oo 
TAN 这 说 明 1, 可 连续 地 延 拓 为 
lee s CI el pæ. 


意义 下 AX) 连续 | 
(Gi) 往 证 A*QCO 6.000". 注意 到 ,Q(x) QM, 


;Q,OO0 C L,OO AXO CL, CX"), 类 似 (5.2.1) 式 可 证 


这 说 明 1, WES 
C || p | pho 


这 说 明 LL 可 连续 地 延 拓 为 D,(X) 上 的 连续 泛 函 ， 


Cl ell woo . 即 在 等 距 同 构 意 义 下 227 CX 0 EEK A D,(X)*， 


定理 5.2.2 


GDE X 是 


证 明 
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KA HX". 


(5.2.1) 


即 在 等 距 同 构 


| 4CO |< Cll fil 49,00 lc ll 200 


f €,Q,CO, 
地 延 拓 为 ,Q,(X) 上 的 连续 泛 
. 即 在 等 距 同 构 意 义 下 APCX Oo 连续 


ee A(X") 


AX) C DCX), 


自 反 的 ,0 雪 7 和 过 1, 见 


&.H LI < 


HA ,Q,(X)*. 


Wa X AA RN 性 质 ,0 — r x 1. W 


中 有 一 1 


MOO TE DANY; 中 p 一 二 一 2 


O EXE 
D: (X) C L,OO 4X" 2) C LC 
PISCI fI 


f 


[RN 性 质 .注意 到 D, 


€ DX), € 1d (X") 


X')5. 类 似 (5.2.1) 式 可 证 


CO cC DOO, 


D(X) | ol ae.) 


lee ll x 


其 中 8 一 上 1. 
r 


Gi) 设 久 是 自 反 的 ,注意 到 L,(X) c DCX) AX") c 
LX WU = LIE .类 似 (5.2.1) 式 可 证 
|4,CO I< CI Flow ll ell co 
fed. pE XX“) 
这 说 明 L, 可 连续 地 延 拓 为 D,(X) 上 的 连续 泛 函 , 且 ll x 
C || ell xæ . 即 在 等 距 同 构 意 义 下 1X(X") ERIKA D,D, 


其 中 一 二 一 2， 


定理 S.2.3 假设 2 < q< 0, 0<r< ts RH2<aK< 


zo eperkl XX 同 构 于 9g — BOY AE HOO mittas 
间 ,HzCX)， 在 等 距 同 构 意义 下 连续 嵌入 PX), 其 中 p = 


q 1 2 
» p= = 0. 
=T B r P 


q 


证 明 Xx [€ ,HzCXD' AHIA) (8 35 9a APES 76 8. 
只 需 证 明 存 在 p € AFK" ) ， 使 得 l = lo , 且 | e I phon < 


ILI Bru. 首先 ， 0<r<l0<2<1.f 


I fils = ler Pl, 
< lo? Co Il, 


= E(XJECI df. i | Fad)" 
n=1 
< (E( IEC 4f. iaa 


= (E(X laf.) <i fll, 


n=1 


于 是 LQCX) C ,HzCND. 从 而 , FEEL, X), HLCP = 
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ECfg). f € LXK). & c AT FIN. b=o-—¢, WOE 
LX"). Ve 50, Ea € LX), |lall,~<lte, 使 得 
lal, = 16—06 | ,= ECb—b)a.) = Ebla, — aD) 

Sp qu Bm. ER a € L,CO. 特别 地 ,存在 a € 

LX), lalla <2, #&@ || 5] , = Ebla- a). & 
a— a 

CAP rA oo) I? 
虽然 g Ade UT HB o Cg) = o" CgoxCe F o) . HH Holder 不 


A p 
等 式 ,得 


g= (常数 C, 待定 ) (5.2.2) 


(Es? (a — a*)'y (c A 2) 
CAPT oo )/r VP 


zo CE ua a Pg qiu yh 
= C,APG oy? 


| 8 | gm, 


E. (D — A4TY9yl/q eS st 
< gw (a a’) ) P(cx )» 
E. = ME / 
«jc laal <l (进取 C= C, 0 
d 


| £l S| g) |= E(go) = ECgCo— QD) = ECgb) 


m E( pum 


= ell, PG oom 
一 T $— gp |, PCe ye eo) rro 

= T e—g ll, Pa o) ree? 

= 7 d el uto (5.2.3) 


即 在 等 距 同 构 定 义 下 GH CX)" ERRA QATCX D. 


推论 5.2.1 假设 0 二 r 之 1， 8 一 二 一 1,X 同 构 于 Hilbert 2 
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间 , 则 ,H7CX)* ~ ACXD. 
RE X=RALMEM, F=(G,0},% =% =~ =F. NW DOO = 
2Q,(R) = LR) (<< r< NR) = LR NCR) = L(R) .已 知 
L.(R)* 2L CR), 于是,Q,(R)” 不 能 连续 嵌入 PCR), DR AR ABE RETR 
ACR) (参见 Weisz). 

下 面 考虑 ,Q,CX) ”和 D.C ”的 子 空间 ,定义 为 : 

LEX: 3e € LX) 使 得 

Kp = Efo), V f€ L.OO | 
LE DX): d pe LOCO 使 得 
IP = El fọ), y fella | 


Q(X"), = | 


(D,(X)*) = | 


定理 5.2.4 Wb. scr lica 


As tcri XBHTg—HATHJE GO OO, 在 等 

ONEEN E ET q i. 3 

BE le eR MP EER A AX), EP p p p 
E 


6, 
证 明 注意 到 LLX CQ:CD， 由 定义 Vi c 
QQ.CO '0,, 3e € LOCO, 使 得 
LOO =E(fo), fe L.OO 


于 是 
S? (a— a‘) 

AC Pürgé ce) 

C, Im lls 
C AC,P (r # oo)! 
x; P(r oo)", (选取 C, = C, > 0) 
即 | S® a) || o <S Pero), hÆ, qro) AT. S àm = 
| Se GD |laya<n), W 


So (h) 
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Et Aw |D — EC || S'? CA) Er 99» 
<Pir< wo) 1 Pir< oo) = 1 
因 而 
Si? (Ch) = SY OD Cyn < r) t x > 0) 
« || SPM || ;yG 2 0 = Xa 
故 WAL eoo < Aci, s 1. 类 似 (5.2.3) 式 有 ，| 2 S | OD 


= gll ye. B GQLOO  )， 在 等 距 同 构 意 义 下 连续 嵌入 WACX' ) 


jEJE 5.2.5 设 0 二 7 过 1,X 是 自 反 Banach 空 间 ， 则 
(D,(X)*), 在 等 距 同 构 意 义 下 连续 和 入 CR" ) .其 中 有 = 


E15 
z 


证 明 ALX CD,(X), 由 定义 , Yle D.X), 
Jp € LX), 使 得 
LCD = Elfo), 大 各 CO 
rA È, b= p-e ELX. 存在 a€ L.X)» 
L- (X), llall =- <2, 使 得 
(oll, = | 6-8 ll = Ebla a). 4 


he TPH 86) V da 2) 


则 At |a < PG 00077, h Æ Bro) AF. Fan = 
| A* f uyCe m m, yu 
ECG Aw [D = EC(lA* l5 xc o)&€ 1 


Al 而 
h; = hj yn x& O + Xin 0) 
<A‘ || 2x2 D = Aa 
S Al p, s law ll, s 1. 类 似 (5.2.3) 式 有 ，| 2 Sl lw | = 


oo 


Tlel woo. M (DOO), 在 等 距 同 构 意义 下 连续 嵌入 
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;APCX 2, 


注意 到 , 当 


q<co). 故 进 一 步 有 如 下 推论 . 
推论 5.2.2 设 2 


<q<~,0<r 


<1,X WW ¢ 35 
空间 ， 则 (,Q,(X) * ) (ag APC X* ) . 


$5.3 JT 8 I8) B AH KARR 

前 文 已 证 , 当 和 同 构 于 9 一 致 凸 空间 时 ，, 瓦 ?CNX) C, 
APCX S [COITU Cy HX 

HIO" sgh COE IUUD, 


wO<rm po, EN BR Sa. 
pi N= {f= (fi): | fl 


). 本 节 将 证 明 12, COO C 


pi XD 


一 inf ( (EV rct | af, l^) < oo) 


n=1 


bX) = 一 {f= = Cf: | f | L 


pX 


n=1 


=inf (ES "* | af, | ^) <0} 


其 中 玉 的 定义 见 前 文 . 


4O<pcr<oW Meee WMT ,£OD 一 ,五 7CX)， 


pL, (X) ~H). TF li uEBJA4 0 — r« p« co 时 , 这 种 等 价 关系 
仍然 成 立 ， 即 
引 理 5.3.1 


RO < r< p<, Wl 
G ,H :0O ~ ,£.CX), BA f= Fo = 0) 成 立 


"d ^] flus s fluo < Il FI 


Gi) ,H ies ae gh Oy 


P500 
且 每 个 加 F = Cf Cfo = 0) 成 立 
r2 ^l Fi pL, ®© < IFI poo «Ifl UL, 00 
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X HH T: 9 一致 凸 空间 时 ，,Q:(CX) D DCX), Q « 


WEB] KL GE G), Gi) BE n] ur 


y 设 f = (fn,) no € 
pH (X), 不 失 一 般 性 , 假设 lo" (CP ||, = 1 4 Cost CO Duo 
c Ri. 


ll fll uso < (EM of? AP || df, p) 


n=1 


= (EDA? (fo? Cf? - gn oon) 
(5.3.1) 
运用 基本 不 等 式 


Mem De ol (e20,0<A<)D 


By? r 
An P $ = 一 œ, M 
p= (看) PA RA sop A 
BA > (BY ANB” O<r< p 


(5.3.2) 
MB=o’(f I R A=), HO. 3.2 X. 得 


on CD" Pan? CO? — a C9) 


~~ On-1 
< (a? (Ar — am oo) 
n 
$a (5.3. D XXI CS. 3.30 5X, 得 


I fll eo (2) ( 


(5.3.3) 
(EY ca? cr — af (f) 
n=1 
by" 
(4) 
: 


1/p 
(2) flos < VI too 


1/p 


z (2) (Ef? (1")) = 


即 


(5.3.4) 


另 一 方 


> 


4 f= Cfrdneo € pL (X), BR1-— <0, 显然 对 
Y 
TERI r= GO, € R, W ri" A 
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Vg x6 i SUT r= Wan 


Cp) 


> a (oP (D? — a; 


Holder 不 等 武 ， 得 


lo? CP) It 


= E(gi? Cfr? er pH by) 
< (Elo? (pyre —p/ pyp yn /? (E( re”? PY PEN) tr n/p 


< (EY oP (A 


GPF 


2s [i] , 则 
G) pB(X*) c LK) 


Gi OP Sy tk 


证 明 这 里 仅 证 
Pe. V f= Cf ELM 


in. 


| ge CE( >,) ll df, |o“ 


n=1 


> inf { ( EY -i ll af, | 


DER 


I fll woo < FI, 


2m q<w~w~,0Kcr< 


gon ouo 


q 


1. X HJ T qg ~ h 


» HP p 


n=1 


FINT. 


于 是 L,(X) C 200. H3 


l oll ,< CE(2) | do, Il ^) 
n=1 


< sup { ( Ey rot P” | de, l^) ^) 


Or JER 


= llell,s 


a 
fa 


n=1 


r(X*) 


q—1 


E G) ,类 似 可 证 (ii). 由 于 和 同 构 于 9 一致 凸 空 


$£,(X' ) CL,CX"). Aii ECD) df, de) 有 意义 ， 
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BOX” fü p 一 致 光滑 性 ,VY pe pL (X") 


[ES df, dgo |< E(X) | df, Il M dg ) 
n=1 


< (EY ex | df, o) (Exin ry 


n=1 


n=1 


if 
“| dp, l^) ^ 


WEA e > 0,35 (C) € R, 使 得 (ED pela ey ec 


| f I 25,00 +e, 然后 令 e— 0, HII 得 


| 本 ap | | a ea 
n=1 
根据 Hahn— Banach Æ M Æ (5.3.5) X AH, V CX 0 C, CND* 


则 得 定理 5.3.2 的 如 下 推论 . 


利用 引 理 5.3.1. 
E 论 5.3.1 设 2 过 一 co,0 一 > 过 1,X 同 构 于 9 一致 凸 空 
间 , 则 
ü) (XE, BCD"; 
GD ti) ee CAK. ka p= - 
"e 
/ T 
gis 
r—1 
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TBzNGRO GR Hardy 2% 
ir 


著名 的 BMO (Bounded Mean Oscill 
John-Nirenberg 于 1961 年 引入 的 . Fefferm 
man 和 Stein F 1972 年 


H, 一 BMO 对 个 理论 


an 不 等 式 由 Feffe 


1973 年 ee 将 


ET Hers“ H TE, 


之 推广 到 了 
nach 空间 值 蒜 的 情 
da) 41l<p< 
ARAE, AH, 
(2:) ee 
mA ,.Ky CX"), 4A 
XE pqg rAr HW IE HER 
一 个 自然 的 问题 是 :; 当 
fy SE gj AE FRI AEE AL AT A 
QK2CX) 和 K(X), 并 
TK; CX) HTE 3 它们 


性 和 g 一 致 凸 性 


E ,HZLCXD 的 共 


最 近 ， ee 


25 e. (X>) Xe & lii 
M4 X FMT p — BG E N s 
qif, ,HS5(X) 的 
司 构 于 9 一 致 凸 空间 . 


空间 时 , ,A CX) 
和 先 引 入 两 类 新 型 B 值 鞠 空 间 
分 别 讨论 KSX MK, X), KX 
与 Banach 78 fal p — aot 
的 联系 . 其次， 同样 
,BMO?COXD 和 ,BMO’(X). 
> 4 X AAR Banach FÌ 
1 ,K?CX'O 正好 分 别 是 


rz B9 m BMO F A 
Fefferman XJ Hj E M 
lire pco l,,K20X'2 A 


$6.1 ,K? OO &I,K, X, Kr GO RI,K? OO 


XT SA, 空间 天, 和 ,Ki 是 由 Garsia"" P 1973 年 最 早 
引入 的 ,而 对 于 B 值 蒜 , Z K, 40K; CXO 则 是 由 刘 培 
4g ^ T- 1990 年 所 引入 . 其 定义 分 别 如 下 : 

[55 nins 3ye LCR), y>0, 使 得 
eK CX) = AECI fo — fea ll? | ZO EQ? | Fd, > 
ieee cu | 
( « prc ps o), cun QA 
= ues IVE L,R), 72 Or Ewi 
K AY SKE | fa — f ll? FD SEO | A), > 
[iras wae 


O<prrgoe, pA c), I f£ Wl «poo = ily, 
为 了 进一步 刻画 pH SCX) 和 ,HzCXO fiti dt ue HH. op B fi dk 
引入 两 类 新 空间 KSX) 和 KX), 分 别 可 视 为 ,K,(X) 和 
pik, CX) 推广 . 
他 = (fu: AYE L,R), yS0., 使 得 | 
sR OD = Ee -o — SH? | 2,» < EC? | "m 


人 Il f ll oœ 一 inf| yl, 
f= fimo: IVE LAR), y>0, 使 得 
K(X) = oe — oP (fo? | 2,) xi EO” | e" 
Vnzl 
O< pxirzoo,pso), | f | „xo = ink lvl. 
现在 讨论 KNX) 和 K.X), KX) All ,Kz CXO WA Eik 
入 关系 ,它们 与 Banach 空间 的 Pp 一致 光 滑 性 和 4g 一致 凸 性 有 着 
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密切 联系 . 
定理 6.1.1 KRIS p<2, prrco, WARE SH: 
G) X Æ p — 88 np OG Hr 28 H s 
Gi) KSX) CK, X), 并且 存在 C= C, 2 0, 使 得 对 于 每 
AB f — (fous € K?O0 成 立 
Il f£ Ko X C NA KÈ (6.1.1) 
Git) K(X) eK (X), .存在 C= C, > 0, 使 得 对 于 每 
^g f = (FO. € KX 成 立 
| fl ,Ki X C | fil pK (6.1.2) 
证 明 OSGD KX A p—- BH. f= ux € 
KNW. 于 是 , 存在 YE LAR), y>0, 使 得 


EC | dfil ?|F)= ECS? CO? — SAC? | Fd 


« EO? | Ar), V 7 二 1 
B XI p -306i8 TE. 由 定理 2.4.12 得 
ECI f, — fra ll? | Fi.) 


«CECI dfill^ 192 


<CE(7’ | 2,), Vlsnzmc-eo 
A || fil K, œ S C | fil KS» (6.1.1) 式 得 证 . 
OSGi 证 明 类 似 于 (GD 全 (Ci)， 此 处 从 略 . 
Gi>G) 假定 (6.1.1) 式 成 立 , 设 Walsh-Paley 蒜 f = 


(fu WH >) df, I? E€ Lo. WF = fimo € pKS(X) CC 


n=1 


KOO CpK,(X) .由 pK,(X) 的 定义 知 , 对 于 任意 gs 二 0, 存在 
7Y 宇 0, VE L., 使 得 
EC || fn — fa? | FAD < EQ” | Fn) 
Yl<n<m<oc, l xls I fll ote 
取 期 望 并 由 (6.1.1) 式 得 
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Ell fa = f ll? < EQ?) x (Cll fil ,rsow TO? 
(6.1.3) 


注意 >) Ids. ll? E€ Lo. & 
n=1 


Bone SA? | Hye ECD) fs E135) 


(6.1.4) 


(6.1.3) 式 和 (6.1.4) 式 得 


Ell fa — fer le < (Cl (OS) Vf ty +e) 


34 no colt, Aint +S. Fatou 引 理 说 明 f YE L,CXO 中 收敛， 
从 而 f£ (ME BUC. 由 定理 2.6.2 Al. XÆ p — BW EI TA. 
GiD-G) 证 明 类 似 于 (ii 之 CD， 此 处 从 略 . 
定理 6.1.2 hi z«q-oo.qszrzoo.WJU TS. 
GD 和 是 9 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) .K,(X) C,K? OD , 并 且 存 在 C=C, > 0, 使 得 对 于 每 
Ath f = ( 记 ) > EK. X) 成 立 
Il fll Soo s C | fll uk oo (6.1.5) 
GID ,K7 CX) CK CX), 并且 存 在 C= Co > 0, 使 得 对 于 每 
Ath f = CF. E KTX) 成 立 
I fll uoo s C ISI tæ (6.1.6) 
证 明 OSG) 设 和 是 gg 一 致 可 凸 空间 ， 太 一 ( 广 ),。E 
K.X. WHE y € L,(R), y z 0. 使 得 
EC || f, — fa ll? dl Fd < EO*|52. 
YVl<n<m<co 
di X 的 9 一 致 凸 性 ,由 定理 2.4.11 得 


m 


ECD) afi ll? | F< CECI fn — fa l^ | FD 


x CEY | F,), VOxnzmc-«eco 
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m 的 任意 性 得 
ECS” (fo? —S2 CO? | 2,) SEP IAR), Vnzl 
WO fll xsow s C I fM oos Afi GO f iE. 

G)> Gii) WE HKT G> Gi), IE Ab AA g. 

GD-((G) BEG LD DARE, 设 f = (re 为 一 致 有 界 
ae. W f — (fidiso € ,K,CXD . 并 
ECI fa — fal? | £x 2ECf*)? | 225, Vlxmnzm-«eo 
1 KÈK) 的 定义 知 , WFR em 0. HE Y R0. yE L, 使 得 

ESO (NE — S, CO* | £0 « EG? | £2 
Iyl s< I £l s% +e 

24 à — 0 时, 取 期 望 则 得 


ECS (A) < EY) « CI fll ioo $"< e» 


FHS (NP < o a.e., W X Æg 一致 可 凸 空间 . 
Gi) (D 证明 类 似 于 (ii 字 (iD， 此 处 从 略 . 
运用 Kwapin 定理 ,并 由 定理 6.1.1 和 6.1.2, 得 如 下 推论 : 
推论 6.1.1 W%2<—r<—oco, X Æ Banach 4 fA), 则 以 下 条 件 

相互 等 价 : 

G) X fle Hilbert 空间 ; 
Gi) »K,(X) ~,K3(X), 且 存 在 常数 C, >0,RC,>0, di 

得 对 于 每 一 个 蒜 = Cf no 成 立 


C. | £l QKQ00 X A Ka X Cl K,O 
Gi) K} OO ~ K(X), HEE C >0, KC, > 0, ff 
43 Ot TRE Sf = Cf eo 成 立 


C. |l fll gk, ® < fl KOO < C, Il f ll (kK, ® 
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$6.2 ,BMO: OO 和 BMO, X), 
„BMO! (X) 和 有 MO+ (X) 


作为 上 一 节 内 容 的 发 展 ， 本 节 将 引入 两 类 新 型 BMO 空间 . 
其 中 ， 对 于 实 值 蒜 ,空间 ，BMOT 最 早 由 Garsia! 引入 ;而 
»BMOS 是 由 Weisz’?! 3| A W. 

对 于 BRR, Hom pmo HO<r<oo, 定义 蒜 空 间 如 下 : 


[f= nno: 
BMO,CX) — {7 f mM 1 
(sup ll CE, ll f— fe lO Eu < oof 
l| fll avo, = sup | CE, ll £— fa OU IE 


(f= Cfrad nso: \ 


Is 


{sup l CE, || £— f£, ID” Lan m eo] 
Il f£ BMO} — Sup | (CE, f— £l ON 


A = ( n) nzo: 
,BMOSCX) = = I i 
Tess | GE CSS CEA eS | << co | 


| fll sos» = sup || CE, CS Cf)? — SAD = 


some Sven 
ee sap I GI, GU CO? oP G0 < eo] 


| fil wo” = sup | CE, Cof? C f)? — gi Cfo^)r?)! r | . 


BMO, (X) = 


注 ” :容易 证 明 


Ka (X) = BMO, (X) (6.2.1) 
KŁ CX) = BMO} (X) (6. 2. 2) 
K$ (X) —,BMO$ CX) (6. 2. 3) 
K} (X) =,BMO; (X) (6.2.4) 
FSC (A BR, Weisz iE WHT “4 0 <r < co 时 , , BMO; 和 
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BMO; , ,BMO? 和 BMO, 是 相互 等 价 的 . 但 是 , 对 于 B BE, IK 
种 等 价 关 系 并 不 保持 .实际 上 , 由 (6. 2. 1) 式 及 (6. 2. 4) 式 , 根据 
定理 6.1.1 和 6.1.2 有 如 下 推论 : 

E 论 6.2.1 Bl<p<2HX# Banach 空间 , 则 以 下 条 件 


B 


等 价 : 
G) X Æ p — S& up ot 75 [8] 
Gi) ,BMO; CX) C BMO,(X). jf HB. fé de f$ X C=C, > 0, fil 
得 对 于 每 个 蒜 f = Cf. € ,BMOSCXD 成 立 
Il f | pvo,w s CIF I pemos œ 
Gii) ,BMO%(X) c BMO; CO . 并 且 存 在 常数 C — C, 2 0, 
使 得 对 于 每 个 款 f£ — ra) € BMO) or 
| fll amotio < C Il f ll ,BMOSCXD 
推论 6.2.2 K2<q<oo H XJ Banach Fi, 则 以 下 条 
件 等 价 : 
O X &q 一致 可 凸 空间 
Gi) BMO,(X) C,BMO; CO , 并且 存 在 常数 C — C, > 0, ft 
得 对 于 每 个 款 f S= Sa) E BMO,CX) 成 立 
| fll sooo. < C IE fll amo, co 
Gii) BMO; (X) C,BMO; (X), 并且 存在 常数 C= C, > 0. fl 
fou EHS Rf = Cf E BMO, CX) 成 立 


| f I ,BMO, O0 < C I f | BMO, (X) 
利用 推论 6.2.1 #1 6.2.2, Hi Kwapien 定理 , 得 以 下 推论 . 
EW 6.2.3 设 X 是 Banach 空 间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) X fal ty Hilbert 空间 ; 
Gi) BMO, (X) ~,BMO?(X), 并 且 存 在 常数 C > 0, 使 得 对 
于 每 个 和 Bf = Coss 成 立 


CT p fil BMO, (X) <I fi , BMO (X) « CI fl BMO, (X) 
Gii) BMO; (X) —,BMO: (X), 并且 存 在 常数 C — 0, 使 得 对 
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TT XB f= Cf nso 成 并 


C^ | f | BMO (X) < I F | , BMOS OO < C | f | BMO; (X) 


$6.3 Fefferman 不 等 式 的 推广 及 
HS OO fü, Hz X) fr 35 He 


ARCU 56 4 d Fefferman 不 等 式 的 一 种 推广 ,然后 证 HA 
,H300* =,K8(X*) M, HO S,K9 QUO. 作为 推论 , RN 
推广 了 Fefferman 的 H -BMO 对 偶 定理 . 具体 地 说 ,证 明了 

»H®(X)* =,BMOS(X*) 和 ,H’(X)* =,BMOz(X*) 

定理 6.3.1 i X Æ Banach 空间 ,1 二 pp 二 ,1 之 r 达 pp， 
ig. x 分 别 为 2 Mr MIG. WHE C=C, > 0, 使 得 

(D 对 于 任意 SEHD, pE, KSX), 


| Efron I CI Fill pH CX) | ell (ROX nzl 


Gi) 对 于 任意 f € ,Hi(X), e € Ko? CX" 0. 8 
| fap, |< € I f£ pH | 9 | KpOUO n=l 


(6.3.2) 


n 


证 明 当 f €,H?00 时 , df, € LOO, Mil f, = X, df: € 
i=1 


LX) . 当 g €,K?QCO 时 , B ,K? CX) 的 定义 知 
| de. || = (ESP Cp)? — S2 Cp)? | 多) 
< (E [42,298 


Il dga les |] E | Fd" | 
< yl»; 


从 而 e, € LyX"). KWH RA Ef o, HX. WER n> 1 


Ef gn = >) Edf dg; (6.3.3) 
i=l 
从 而 
| Ef.o, | <>) | HAPS? A dp SP Cf"? | 


<( El df ll*sP qo?) " (3 Ell dp ss? coe)" 
i=1 i=1 


AB 


对 于 A, A A AES p — 12 fup Dg, GCL <p), Wk 
p= rps p= SPASE A, nm s 


SP OY — S GY > 5 S7 PD? = SES CPP OE i T 


II> 


1 此 得 出 


AP — X] E df; lesen? 


i=1 
i=1 
<fesy ny (6.3.4) 
r 
对 于 By 可 归纳 地 定义 
SP ( f)» = (5 | df; | 2 
j=l 


= W272 
j=l 


使 得 Qi X TY F 可 测 , 于 是 


B = SJE | dg; | ISP) (PEP 


= E| do; | * 319; 
i-1 j=l 


=E(>)Q, MEC dgil* | 22) 
j=l i-j 

=E( SOF (SP D= SADIA )) 
j=l 


<E(X QE (S? P= SL | F)) 
j=l 


<E((31Q)7") 


= ES“ Cf) q(1—r/ p) y? 


1 1 
注意 到 a( : ) -Z = 1, th Holder 不 等 式 得 
r 


B< (E (SP (fy yan Cy” yur La 
< (ES Cf are (Ey” )7 
(6.3.3) 式 (6.3.4) 式 (6.3.5) 式 得 


(6.3.5) 


pa "T idiot 
| Ef,p, I< a ESP (ANP (Ey 
= C| SPC |-Irvl- 
由 fil ,soo 及 | cl Kio 的 定义 知 此 即 
| Efra I< CI FI uoo | ell sax 
故 (6.3.1) 式 得 证 . 
GD 证 明 类 似 于 (GD， 此 处 从 略 . 

注 " :由 定理 6.3.1 An. XP 1 x orm p. 则 每 一 个 pg EoK5(X*) 或 
$ €,K? CX ) 可 分 别 被 视 为 一 个 HFX) 上 的 有 界线 性 范 函 ls 或 者 
HIX 上 的 有 界线 性 范 函 L. Hun 

LCD =< fig >= limE ip) V f €,H?00 


和 
PISCI SFI pa% | ell Soo 
或 者 
LCD =< fp >= limE(,y,), V f €,HzCX) 


Ho co 
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和 
| L, Cf) I< C || fill pl Oo | g ll gh YX") 


其 中 
limECf,g,) = lim $  E(df ido) 
H limECf,g,) = lim >) E(df dg) 


反 过 来 , 往 证 HEX 或 ,Hi(X)” 中 的 每 一 个 元 素 都 能 由 某 个 PE 
KEX ) 或 yE ,RK%(X*) 通 过 上 式 给 出 . 为 此 需 首先 将 ,H5(X) 或 
(HZ CX). 分 别 典 入 到 一 个 较 大 的 空间 126 OD Be, OD 中 去 . 

以 26 CX) RI %(X) 分 别 记 作 由 序列 0= (0, ,6,，...) 构成 的 空间 ， 
中 0.(i 一 1,2,3,...) 是 六 值 随机 变量 , 分 别 满足 


ll, xo — (D101) ^ I. o 
i=1 


N 


ell za = | (ZE l&1^1252) ^ |, «ee 
容易 验证 , pH, X) 和 HX) 是 Banach 空间 . 
引 理 6.3.250 设 和 XX 是 自 反 空间 ,1 过 7 过 p,qg 和 vr 分 别 是 
br WISE HER, 10D 是 ,W(X) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,， 则 存在 
€ X» CX* ), 使 得 


LO) = M EE;, V6 € HX) 
i=1 
Ell oo < Wed 
类 似 于 定理 6.3.1 可 证 
引 理 6.3.3 设 和 是 自 反 空 间 , 1 <Sr<p.gqhlr’ 分 别 是 p 
T» r Wie gu. 1(0) 是 , 和 %(X) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 
Cc, HX’), 使 得 


10) = MEC, V6 € ,3600 
i=1 
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I El oco lil 
定理 6.3.4 W Xj Banach Wi, 1< pSr, po, 
WEE C= C, > 0, 使 得 对 于 每 个 EE HX) AOE, HX), 
若 分 别 以 


pa = DLECE | F-EE| FI], 和 =0 
i=1 


p = DEGIA EG | Fn], 加 =0 
Ah. nU 


| el sœ < CI Ell noo (6.3.6) 
|p| Kœ S Cll gil p7, 0 (6.3.7) 
证 明 这 里 仪 证 (6.3.6) 式 , 类 似 可 证 (6.3.7) 式 . 显然 9 — 


(pn uxo 为 X (A, id 


g= 22 | & p 4a" 
g” = supE(g | Z,) 
WEEK) 表明 g € L,. AN r> 1. 48 Doob 不 等 式 亦 有 
g”EL,. 当 1 宇 n 十 1 时 ， 
E( || dg; ||? | £2 
SEE || dg; ||? | 222 | Fa) 
s;2^^ E( || EC& | FD || P+ 
| ECE | Fadl? 1 9.) 
KYE E? | F 
ii i= nk 
| dg: | Pe 27^ || ECE, | FO | ?+ IEG | 1) | ?) 
S2 CEC | & A) aeo’) 


DEC dg l^ | Fd 


<2* S ECI& I? | £2 +27 EC)’ | 7) 


<2°E(g’ | F) 4-2^* E(CCg 2? | Fn) 
KPE? + (g* ^ | F,) 
故 
ECS? (oe) = SP, Co) | F< PE + (e*)* | 22) 
K CE" 9^ 123 
从 而 
loll «sa <Clhell-<Clléll xco 
于 是 (6.3.6) 式 得 证 . 

定理 6.3.5 WE X ER BüRuUlM.l«r«p-eo.qHrz 分 别 
Æ p Mr AYE He Be. Ww] PAP CX) 和 ,HzCXO 的 共 斩 空间 分 别 是 
天 3CX ) Al Ke CX"). 

证 明 1 定理 6. 3.1 Ap, ,K? (X^) C GH5CX))”. 把 
HFC) HE CX). 的 子 空间 ， 其 中 每 个 9= df = (dfi, 
dfar 0), f= Cf € ;HS(X). 根据 Hahan-Banach 延 拓 定 
理 , 4 16€ (,H3(X))” 时 , BLD W(X) 上 的 有 界线 性 泛 
函 并 且 保 持原 范 数 不 变 . 由 引 理 6.3.2 ^n. 存在 £ € W(X*) 使 
得 引 理 中 的 式 子 成 立 . 注意 到 1 — qr x09. qx co. 定理 
6.3.4 保证 了 存在 扶 p= (ps € KIX), 使 得 

loll sæ” MCW El worry x Cll el 
这 说 明 GHC) C,K$OX^0 . 于 是 KIX) 是 ,HS5(X) 的 
t8. 同 理 可 证 KAX’) 是 HAX) WHE. 
特别 地 , r= 1 时 , 由 上 述 定 理 可 得 H -BMO 对 侦 定 理 的 
推广 如 下 : 
Ei 6.3.1 设 X 为 自 反 Banach ZH, 1< p<, W 
一 169 一 


Rh. 
=u 
PU 
>% 
wa 
Il 


,BMOSCX*) 
B ,Hi (X)” =,BMO%(X") 


由 定理 6.1.1, 6.1.2 和 6.3.3, 可 得 如 下 推论 : 
E 论 6.3.2 WX X AB Banach 空间 ,1 二 pp 过 2, 1 过 7 过 
p. 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 

(是 Pp 一致 可 光滑 空间 ; 

GD K(X) C ,H? 00^ . ARERR CHC, 0, 使 得 
对 每 一 个 蒜 f = Cf. © Ky CX") 成 立 

cae ora m 

GiD „K$ CX") C,HzCND' , AEH HM C — C,, > 0, 使 得 
对 每 一 个 蒜 了 = Saa EK; COO mor 

LAI oat s C Ul FI ea 
H rn | 1 13 1 | L 1; 

p q r r 
Æw 6.3.3 X X X B Banach Bill, 2 <q < œ, 
le rzgq. 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 

(GD 和 是 dg 一 致 可 凸 空间 ; 

Gi) A(X)” C,Ko OX" 0. AH GE C — Cu. > 0, 使 得 
对 每 一 个 蒜 f = nno € K(X)” Ha 

ll fll phy CX") « C I fl GH $00" 

Gii H2CXD* CK} (X+), HEERA C = C, > 0, 使 得 
对 每 一 个 蒜 S S Cf. €QKICNOC 成 立 
Pareto esa 
Ze. 运用 Kwapin 定理 得 : 
Ei 6.3.4 X X HX Banach Bll, 1 zz rz 2. 则 下 列 条 
件 相 互 等 价 : 

G) X BF Hilbert 空间 ; 
= 170) = 


Gi) ;H2007 ~K; CX") ; 
Gi) ;,HzC(X)' ~K; CX"). 
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第 七 章 Sharp 函数 的 推广 


Sharp 函数 (也 称 # 函数 ) f* ,在 调和 分 析 中 起 着 重要 作用 ， 


其 首先 是 由 Fefferman 和 Stein 所 引入 的 . 1973 年 Garsia YE Z. 
推广 到 实 值 款 ，1990 年 刘 培 德 和 龙 瑞 麟 "又 将 之 推广 到 Banach 
空间 值 著 的 情况 . ERE, Sharp 函数 与 BMO 有 密切 联系 . 


最 近 ，Weisz ”对 实 值 蒜 的 Sharp 函数 又 作 了 推广 . 本 章 首先 对 
Banach 空间 值 蒜 引 入 两 类 新 型 的 Sharp 函数 fF? RU f 7? ,它们 
分 别 由 蒜 的 妃 均 方 函数 和 条 件 尹 均 方 函数 所 生成 ,， 比 本 书 第 三 章 
中 所 引进 的 平 削 算 子 要 稍 有 推广 . 然后 ,讨论 这 些 函 数 的 有 界 性 
和 @ 一 不 等 式 . 所 得 结果 给 出 了 Banach 空间 的 一 致 凸 性 和 一 致 
光 消 性 的 一 种 新 刻画 . 

定义 H1<pmo,0<r<oe, WW X-R f — a)r 
的 Sharp 函数 定义 为 : 

fF = supfZ,. fin = supLE, || fm — fra lE] 


# = supfz,, f2,.=suplE, | f — f. 1l" T^ 
n mzzn 


f? = sup| E, (o” Cf)? — 6 co | 


y 


f Sup - sap| E, (S C^ sp") "D 


$7.1 Sharp 函数 的 有 界 性 


本 节 讨 论 X R Sharp 函数 fF. fF? A f£ PP WA TE. 
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其 中 的 f£? 是 由 Garsia 生 首先 对 实 值 蒜 引 入 的 ,他 证 明了 当 1— 
pooh, fi HL, CREAR S = fo. 的 五 范 数 . 本 
章 将 对 另外 的 两 个 Sharp 函数 证 明 类 似 的 结论 成 立 , 所 得 结果 将 
在 下 一 章 的 对 X 值 款 的 Hardy 空间 和 BMO 空间 之 间 的 实 内 插 
研究 中 起 重要 作用 . 
引 理 7.1.1° 若 8 是 一 函数 ,使 得 对 所 有 LE NA 
E(QY—-Y, Da Eg) (7.1.1) 

WER Bo a> OF 
B= WE Quy: >ø) S Euri og). (n € N) (7.1.2) 
引 理 7.1.2 W0-r-co.l-p-co,.HieN Id. 

dX (OY, 为 非 负 不 减 函 数列 满足 Y, EF 可 测 , IF ALY, — 0， 
其 中 0 过 nn 二 iV 1. 若 g et HR. WAM MA m> l> di) 
V0 有 


EY fF 8,5 08 = Eg) (7.1.3) 

则 对 任意 8 之 ww 之 0 有 
(B— a'Ea-ovolyw, 9l 

<Eg-nyolyy, 087], € N) (7.1.4) 

HC: p= 2i, W5 SER Weisz!’ ff] 9| E& 2.47， 且 可 用 同样 方法 证 


定理 7.1.3 X X Æ Banach FP), f = (f,),so Æ X - fk 
Hl1«pzc«o,lffrf*cl0.C.05.c,040C,4 70. 
使 得 


Cr | f| H, CN) < | J” | FS C, | f| H, (X) CT. 1.52 
(l1«r«eo) 

cor IFI aso < EFE p< Cus ll £I union C7. 1.6 
(0-cucrc« oo) 

Gall Tl eee NFO eS CNT ee OO 
O<u<r< œ) 

证 明 设 Y =SPCP,Y=S° (CP Bg = f”. KEKi 
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二 0 时 , Y, A g 满足 引 理 7.1.2 中 条 件 (7.1.32 XX. 
(7.1.4) 式 得 


a E GL) < EQuys« g^?) 
Dh ra^ 7? 乘 以 (7.1.8) 式 两 端 , 得 

ra^ ECy >a) < ora 
据 Fubini 定理 得 


fou 


!EGrysa g“) 


E(| r «d a^ EY >a da 


< ra” EC yiyse) g")da 


= E( T Yes 
r—u 


rou u 


Se (ED) (Eg a)" 


4 B= 2a; 


(7.1.8) 


于 是 Ue < well ss E IFI uum S curl 2 us 
bs 


(7.1.6) 式 左 端 不 等 式 得 证 . 


为 证 (7.1.6) 式 右 端 不 等 式 ， Doob 不 等 式 得 


Ju 1/u 


| £291, e2(E(sup ESP C0) 


Cs Fus (0 ure) 


(7.1.6) 式 右 端 不 等 式 得 证 


RY, = lAl g= fË EY, =P P), YS”, 
E(7.1.6) 式 的 同样 方法 可 证 (7. 


不 等 式 (7.1.2) 和 (7.1.4), ] 
1.5) 式 和 (7.1.7) 式 . 


= 
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§7.2 @ 


本 节 研 究 关于 fi 与 了 8 之 


X. Xx GO 为 


定义 在 [0 ,ce ) E 


一 不 等 式 


W, Fi 与 f4” 之 间 的 @ 一 不 等 
H PO) = 0 的 是 函数 . PX Hr A 


知 , 任意 一 个 这 样 的 是 函数 可 表示 为 


Du) = | pat, Y u>0 (7.2.1) 


其 中 o) 在 (0,00) 上 非 负 递增 ， 


LO,0o) 上 的 递增 连续 函数 B 称 为 是 限制 增长 的 , 若 对 所 有 a 


> 1, 存在 常数 


[0o,ce) 上 的 函数 OH 


C,. 使 得 


Blau) < CDu), Yu>0 


li 


U> 


定义 左 连续 函数 
ys) = inf fu: gw) > s] 


和 


(CJ Young iK Zt. Æ 
lu) _ 
m —— = co 
u 


VG) = [goods 


RK We Ou) 的 Young th K Zt. 
Xp ERG ee, EME BW 


即 


Po — sup 


O<u<co 


WHA — BRE Zl m! R BIN Young +h eh a V note sg 9E EN, 


EM 7.2.1 设 (f,g) 是 一 (Q, F, PO 可 测 非 负 函 数 对 . 称 
Cf.g) 满足 好 和 -不 等 式 , 若 对 任意 we 二 1 和 及 >0, 其 中 及 一 0 
(n —> œ), FE eg, WO. 满足 limes, = 0, 使 得 

PCF > ah) <S eg, PE >A + ôg P > BA) 
VA>0 

引 理 7.2.1 X OF#[0,cc) 5 [0,095 H BOO) 一 0 的 递增 连 
续 函 数 , 并 满足 限制 增长 条 件 . 若 Cf. g) WEARER, MW 
任意 充分 小 的 8 二 po 有 

EDCA) < CC dl — Ce E(B(g)) 

定理 7.2.2 设 X 是 Banach Bl. 1 < p<2, H P ÆI“ A 
数 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) X Æ p 一致 可 光滑 空间 ; 

Gi) 存在 常数 C= Cro > 0. 使 得 对 每 一 个 X- 值 款 f 一 
CF dase WERE 


E(®(f }))< CE(®(f%”)) (7. 2.2) 
Gi) 存在 常数 C = Cs 0. 使 得 对 每 一 个 X- 值 蒜 f = 
Cf uo 成 立 


E(®(f F) < CE (GC $?)5) (7.2.3) 

证 明 CG) Gi) X X AAT p — KI m. j M 

2. 4. 12， 对 每 一 个 X— fü L, ARMS = Sf), A 
(f i )? — sup sup EC | Ín fua | à | Fa) 


«C sup E( 5) Il dfi ll? 1.) 


=r 


—Csup E, CS'^ Cf)? — SIA CD?) 


=C fP (7.2.4) 
递增 性 及 (7. 2.3) 式 得 ,， ECOCf 7 )) < CEE F”)). 
(> Gib 证 明 类 似 于 (GD 二 (iD ， 此 处 从 略 ， 
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aD CD 特别 地 , 在 (7.2.1) 式 中 令 O= 2’, 得 
| lee m 
运用 Doob 不 等 式 ， 得 
Ife? |l, = I sup (E, SP CO* — S5 Co^) 


1/p 
Il » 


< | supCE, CS'? ( f)?) )'/? I bh 


<Q, ISPP ll, 


Ife l,= fll, 


Cha ) n=0 成 M. 


| eror) aee Clee us 


证 明 (之 (ii) 对 任 一 


mn 


SI 


t= infím: 


0 — in 


p = inf 


X — ER f= Cf. 定义 
= Ea — SP r 


则 £5? = supf $2. HAEA a>0, B>0,A>0,F 


(FE?) — (14-0À) 
{n:(f Z90* > ad} 
{n:(f ËD 29 A) 


AES c. 0 和 人 都 为 停 时 ， 


.0 过 Tt. W 


据 定理 2.4.12， 上 式 表明 


Ei7.2.1 XE 


GDG) 证 明 类 似 于 (ii 之 (iD， 此 处 从 略 . 


Ifl,<Cils? cpl, 


六 是 2p 一致 可 光滑 空间 . 


- Banach 空间 ,1 二 Pp 过 2, 则 下 列 条 件 


(GD 和 是 轧 一 致 可 光滑 空间 ， 


Gi) 存在 常数 C= C, 0, 使 得 对 每 一 个 X 一 值 蒜 f = 
Cf uxo 成 立 
IA lesley? la 
GD 存在 常数 C — C, > 0. 使 得 对 每 X — {6 Of = 


Cf nso 成 B) kv. 
lE esee £V ily 


定理 7.2.3 WX # Banach FE, 2 <q< H e fé i 


K Young 函数 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 
G) X Eq — S np ih E Hl s 


DE 


GD 存在 常数 C= C,,s > 0, 使 得 对 每 一 个 X 一 值 款 f = 


Cfo) neo 成 立 
Ic» 


vec S (7.2.5) 


GID 存在 常数 C 二 Cio > 0, HAM S7 X — HR f= 
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Pl(r< œ) xi P(c « œ, 0< w t PCu « co) 


其 中 
Pl(r< œ, 0< w) 
SPOL p SED = FpD DA 
1 ^ SG qq m 
Sy, Qe “)dP 
M oo 
1 
«XJ ua (supE (X | afil | Fa) 
sup E(X | df; "| Fn) )aP 
2 
EL E( d q 
Bom 3 (Mi f. | * | Fy) dP 
2 
x EY d aj F 
Saleen dass (X | df; | * | %)dP 
<4] E( 1af: Nt] %)aP 
A {O< pe} 
2C, | 
< ef supE ( | p pm | q | F,)dP 
A (On mn 
2C,r 
< | Cfo po ar 
À (0p) 
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(7.2.6) 


2C 
«aj dP < 2C8P Cu < œ) 
{ O< pe } 


faut 


Pf X?) > A +a) 
« 2C8P (Cf I?) > a0 d Pf > go 
这 说 明 CCF 3959, CFF 满足 入- 不等式. 当 B 充 分 小 , 存在 常数 
C= Cre， 使 得 
Cee ee? E | oF n 


(7.2.5) 式 得 证 . 
OSGi) 任 给 款 了 = (f) Ma>0,p>0,a>0,4 
T = dul(mi a) > A a)i) 
0 = inf (n: (f 了 
gp = inf(n:(f lm) 
ER WE H RMF GG) Gi), SE ab MS. 
GD-2 (D 和 (ii 之 (GD ww f= (Ffa) X X- Walsh-Paley 
Wh. 满足 || fil. < co. 由 (7.2.5) 式 得 
PSC Ee mem qp eye gs 
suem s 
<2CH( f || £9 < co 
w SOH <o ae.， 从 而 X 同 构 于 9 一致 凸 滑 空 间 . 类 似 地 
]〈7.2.6) 式 ， 得 
| zo] KF CN) | gs 
<2CB( || f || £9" < eo 
Mm oP) < co ae. 既然 对 X-  Walsh-Paley à 有 
o? Cf) —S'? Cf) , WX d&q — BA ess ju]. 
注意 到 


IF lem MES a WEE We 


则 得 下 列 推论 : 
推论 7.2.2 ve X Æ Banach FH, 2<q< H OF [B fil 
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K Young 函数 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) X fq 一 致 可 凸 空间 

GD 存在 常数 C=C, > 0, HAMM X-A S= 
Cf. neo 成 立 


L2 lee Cl Zils 
Gil) 存在 常数 C= C, > 0, 使 得 对 每 一 个 X- 值 款 f= 
(了 ,) wo 成 立 


Lee” ss E TOF lls 

利用 Kwapien 定理 和 定理 7.2.2, 定理 7.2.3 得 : 
推论 7.2.3 te X Æ Banach 4 lil. © y ME HIM KM Young 
函数 上 且 ae 之 1, 则 下 列 条 件 等 价 : 

G) X 同 构 于 Hilbert ^5 [H] ; 

GD 存在 常数 C= Cs 0. 使 得 对 每 一 个 X-dBÉÓERf- 
Cf) umo FEE 

C' | CFF)? lg < WCF 2)? bz CI CZ» ng 


和 
Cle ae We ee ee eee le 
Gii) 存在 常数 C = Cs 0. 使 得 对 每 一 个 X-H f = 
Cf Duo 成 立 


I fl: CIF? lle 
ISl CI sre ls 
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HAE BEREAK KAH 


$8.1 引言 


众所周知 , L, 之 间 的 实 内 插 空间 是 Lorentz 空间 ，Lorentz 
空间 之 间 的 实 内 插 空 间 仍 是 Lorentz 空间 ， 即 (参见 Bergh--) 
(Loano aug Jis = Las 


其 中 :一 = ae OO TL ens OS Hess <= es. 


r To Ti 


在 参考 文献 L42] 中 Fefferman 和 Stein 用 复方 法 研究 了 Hi 
与 上 ,之 间 的 内 插 空间 问题 , 证 明了 : 
CH, , L, Jo = I 


iip. d.e conan. qub dre 


T Yi 


而 在 参考 文献 L41] 中 Fefferman, Riviere 和 Sagher H 3: 77 
法 进一步 证 明了 : 


(His Hew oe =H, t= 844 


i r To T 
0« 0-1, OKINI, 0<5,5<K 00 
其 中 : Hpne = Ln #r> 1. 
Hanks" 和 Bennett-Sharply?!, WA T H, 和 BMO 之 间 
的 内 插 空 间 问题 , 证 明了 : 


CH, s > BMO),., = Tees 1 _ 1—9 


Q«— Ql. 人 
本 章 将 对 B- 值 款 的 Hardy-Lorentz 空间 建立 类 似 结 论 . 为 
此 ,首先 回顾 经 典 Lorentz 空间 的 一 些 术 语 和 性 质 , 然后 对 B— 
E$] A Hardy-Lorentz 空间 . 

对 于 可 测 函数 p 其 分 布 函数 m OP p) 定义 为 


myg) = P({w: | gw) | y). O> 
其 非 增加 重 排 定义 为 
g(t) = inf{ y: mCy.g) x tj 
显然 @ AEM. HBA o 等 测度 ， 即 
M(x, @) = m(x, p) (x > 0) 
qO<r.s< co, Lorentz TĦ L, 定义 为 


oc E 15:3 dt 1/s 
| | ie = (J. pes m a 


H*Xo«rzsx oo 


cal 


| ol. = sup (7$) 
pi 
L., =L,,,(Q, 9$. P) 
=(@: llelli,< 09} 
V O-rs«oo 
BWE L, = 工 (0 < r< œ). 
HO< pmo HO<r, s<oo, N X-fi$ Hardy-Lorentz 空 
间 H,,00,,H2,00,,H$,O00, D,,OO M ,Q,, C00 定义 如 下 : 


IFI a æ = If" |., IfI pit S lo? CA lu. 
I fll uso = WSCA Ua, 
All 
Il fll b = | lima, EN 
NA pr 一 | limo.. | E. 


其 中 A, M on 分 别 是 可 料 非 负 关 于 | fll AS CO Big gil. 
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注意 当 r= 5 时, H,,,(X) = H, X) pH, 0) = HX) H}, X) 
=H Cs DOO = DAK) QOO o9 0X. 
假设 A, 和 Ay AE XE BERN Pa dh m SH) A 的 两 个 赋 拟 范 空 
H, WW A, 与 A, 的 实 内 插 空间 由 内 插 函 数 天 ( 访 A, A) 定义 . 
若 fE€ A 十 Al, 定 义 
KG, f,A A) = be ll fo lla, tell filla? 


1 


其 中 的 inf 遍历 所 有 可 能 选择 FR Ef, CAA EA H 
f 一 fo F fi. 

实 内 插 空间 CAL, AD ELA A HA FA R FE 
间 ， 其 满足 

I fll jean, = (| DR GSA ADT LY" < 00 


EROZIO <I 
假设 B, 和 了 是 拓扑 向 量 空间 B 的 两 个 赋 拟 范 子 空间 . 映射 
T: A, +A > B, + B 
WS A, A) 2 (Bo. Bi) WWE PERRY. FER f © A +A 
A f; € A, A fo tf = f. WHE g € B; 使 得 
JUI = Bu a 


All 
| gills, < Kill Filla, (K: >0,i=0,1) 


定理 8.1.1¢(Marcinkiewicz) #O<s<0o,0<0<1 T 


是 拟 线性 映射 由 CAS. Ar) $] Ba, Bi) W 
T: CA, , Aiden = (By. Bis, 


ITA la. n5, S KK fl c, ap, 
定理 8.1.2( 重 复 定 理 ) BRE OO 1.0 s. sx 
co Hl X; = (Ao, Ada, 4G=0,1). 若 0 二 1 所 1,0 志 过 co， 
则 


Xos Xi)ps = (Ao, As 
== 133). .= 


RH: @= 1l- Wat 7h. 

定理 8.1.3( 对 偶 定理 ) 假设 A; 是 Banach 空间 , Ap N A 
在 A;(1 二 0, D PH. 若 0 二 0 二 1, 且 1 过 ;5 二。, 则 
(Ao, Aides = (Ač , Aŭ oy 


Rp. Lll —1,X' 是 和 对 偶 空 间 ， 


定理 8.1.4(Hardy 不 等 式 ) 车 1 过 过 co, ss 二 0，j 为 (0， 
co) 的 非 负 函数 ， 则 


(J, (| fad aw 4 < s DION zy 


$ t 
- po „dt B rit „dt = 
(f rentre W} e Hf rone 
EM 8.1.5 4diO-rn-vo, O-O0-l, rzszx eo, lij 
Harien ia Ete? 
9 Y To 
利用 稳定 性 定理 得 : 


Æi 8.1.1 设 0 志 7 去 1， 二 
ry zE ny. W 


] 一 
人 
r To Ti 
特别 地 
] 一 
(于 
T Yo f 
进一步 , 当 0 < 了 < co 时 
1] 一 
CL. , L, Japi = Loss L c: B at ae 1 
3 So 51 


定理 8.1.6(General Hardy’s inequality) ix fX (0, co) 上 
的 非 负 不 增 函 数 ,0 二 rr 过 ,0 二 5 二 7. MOE r= min, r2) 


1 


(f, efron BY" < (EG) (rore ty’ 
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注 ” :(1) 定理 8.1.1 一 8.1.5 的 证 明 参 见 Bergh-Lofstro^? 和 Benntt- 

Sharply , 2 FH 8.1.4 的 证 明 参 见 Stein-Weiss'”!, Weisz ^" 和 Long^* . 
(2) Hardy 不 等 式 的 推广 , 即 定 理 8.1.6 参见 Weisz! and Long^*!. 
(3) Xp Sc 4 HR. Hardy-Lorentz 空间 最 早 由 Long R. L. 引进 ， 而 Banach 

空间 值 蒜 的 Hardy-Lorentz 空间 是 由 Long R. L. 和 Liu P. D. ^* 5| 3E fj. 


$8.2 #k Hardy 空间 之 间 的 实 内 插 


在 正规 性 条 件 下 ，Weisz"” 和 Long’ 利用 原子 分 解 方法 下 
2t f fA Be Hardy 空间 之 间 的 实 内 插 ， 而 Long-Liu?" 研究 了 
Banach 28 [fl ff # Hardy 空间 之 间 的 实 内 插 . A 步 研 究 
Banach 空间 值 蒜 Hardy 空间 ,H2(X),,Q,CX) 和 D, X) WEA 
搬 ， 这 里 既 不 需要 正规 性 条 件 ， 也 不 要 求 上 述 空间 具有 原子 分 
fif . 


值得 指出 的 是 , a AAAF p Bot ETE. RJ LHTICAO 和 
pQ,(X) 都 具有 某 种 原子 分 解 ， 因 而 这 些 空间 的 实 内 插 可 以 用 
Weis2 HARM IEW. 然而 , 我 们 的 兴趣 是 讨论 当 XX 是 一 
般 的 Banach 空间 时 的 情况 . 

本 节 将 证 明 Hardy-Lorentz 空间 ,H%,.(X),,Q,..C(X) 和 
D,,CO 的 实 内 插 在 K -方法 下 是 封闭 的 . 由 内 插 稳 定性 ,只 需 分 
别 讨 论 gC HLX) ge GOO) so 
(D,(X), DX) Os. 为 此 ,首先 给 出 天- 泛 函 的 一 种 估计 . 

引 理 8.2.1 X X Æ Banach 空间 , HO<Mr<o,l<p< 
co, 则 存在 常数 C=C, > 0, 使 得 对 任意 XAMR f= 〈 广 ),>。 


G) d$ KG, f.,H2(X).,H2 (X2 ) = pint | fo Il soo + 


t| fi || pan Of? 则 


eu EP C Gode 

«Ka at] EP Cf) (de (8.2. 
Gi) # KG, fQ, X, Q(X ) = int | ls ede 十 

f—fytf a 

t| fi ll pu OO ) ， 则 

aj dr< KG. acj Ddr (8.2.2) 
Gi) # KG f; DCO), D.C) = inf. {Il fallow + 

SHS +h r 


tll fal p.c» ， 则 


Cl g. deu KP eC) gode (8.2.3) 
0 0 


HEP A, Fl o, OPH AE AY BE AEF S; CO | f£, 的 最 小 控制 . 
证 明 (D 往 证 (8.2.1) 式 .对 任意 f= fo fi € ,HECOO + 
HSK RP fo = CfosDuxos 万 三 (万 >o， BER 

o" Cf) xi c? Cf) Fa (fi) 


c 


H 
EPLL EPA || 55 55] 
于 是 
| EP (fr dr <| (EP CF | oP GAD ll o) (Dar 


<c(| a (pr @det el o Cf) Ie) 
0 
«CC fo M "noo + I o CAD ISD 
«CC | fo I pH Ti | fi |l pie. oco?" 
(8.2.1) 式 左 端 不 等 式 得 证 . 
c dnf( nz 0i: oA (fo y) (8.2.4) 
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Hay =F (NA) ， 则 rz 为 停 时 且 满 足 

o? Cf) x y, P< œ) < POPA >y 
考虑 分 解 了 = fo + fi» ZE 
fo 一 1 fi = Chern) uo 


注意 到 
o” (fo )x((t= co)) 
=P (P) — a (fry = 9) = 0 
All 
Pir< co) < POO? Cf) 2» FPP) xn 
从 而 
KG, f) C( fo wean + £ Il fi Il 752,00 ) 


<C EP fod dP + £y» 


J {t= 


] 
e o^ qyap + | we? (fi dp + Py) 


{r< (r 


re 
KCC] EP CP (sds + y PG 90) + ry") 
0 


pi 
<CO] EP (M Cds + 2t8/? (ME) ) 


CC GH AA 


(8.2.1) 式 右 端 不 等 式 得 证 . 

GD RË (8.2.4) 式 中 的 rz, 令 r=inf( n0: AL Y K 

中 yy 一 人 .Cr)， 则 (8.2.2) 式 同 理 可 证 . 

Gi) C8 C8.2. D 3X r, cH infil nS0:p,> y). K 

H y= s), WW (8.2.3) 式 同 理 可 证 . 

定理 8.2.2 d XÆ Banach 空间 , HI<p<oo,d0<cn< 
co,0-« sx oco, 0-0-«l,.r-— nr/(XQ — 0 , N 

Cold LX gH (CX) Jos = Hr o (8.2.5) 

— 187 — 


dl 


GQ, OQ 00 3 9,00 (8.2.6) 

CD, OO, D. OO Yo. = Dr (X) (8.2.7) 
证 明 — BLUE C8. 2. 50 3X. 类似 可 证 (8. 2.7) XX. 对 任 给 
f € ,H7 OO --,HZ OX) R10 — s« oo, 由 (8.2.1) 式 得 


2 l/r, 
ar (ar) «(e [. sco cde) 
«Gc Ka, fH zOD,H CX) (8.2.8) 
于 是 
bor Nii, 73 [etm coc» 2 


^ co nw " < dt 
=C| (fa^ coo $ 


<c | Kl Far ets X.H G0) a 
0 0 
«C | fl ae QO.,H LOO), 


若 一 ce ， 由 (8.2.8) 式 得 
lo? CA li. = sup t EAA 


t>0 


=sup £78 P? (Pa) 
t>0 


«C sup £*K (t, f Hz OO ,Hs OO) 


t>0 
«C | f || (H7. OD. ,H7, Ogo 
此 表明 (Hz, OO ,HS O0), CHi O00. 


另 一 方面 , 若 *< co ,由 (8.2.1) 式 和 Hardy 不 等 式 ， 得 


=| (OK ( f, Hz, 00, Hz CN )) € 


| f | GH QO.,H7, OD», 


«c| Cp (| a (p (dere )** 
7 gm (1L [' secos * dt 
<o. P5 (5 [a PH Cde) 1 
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a 


sef t 
=C | P PIL, 
Xf s = co ,类 似 可 得 


Il fll (Hf OO. ,HL OO), TSUP DUK OU. Ful OO Hs (X) 


t0 


ET fX “ 


^. n 
<C supr? (| oP Cf)^ (Ode) i 
t>0 0 
8 ~ ud zs 
<C sup t o? Cf) CD r* (| dr)” 
1>0 0 
=C | P PIs. 
此 表明 ,H5,(X) C GH; X), H2 CXD) s... 
由 重复 定理 可 得 如 下 推论 : 
推论 8.2.1 (E X0-—O0-—l.l-p-e.H0-n. 
1 1 二 0 上 0 


r. To rı 


ae 
Y, «00, 0 SH, 5$ KO , 4j To Ti» 


, 


I « s « co, Jil 
GEL COSME S O )o mVETL (X) 
0... 00,09, 00 94 = 49,00 
CD. 0D D,,, U0 ue DOO 
EY 8.2.2 假设 0 二 0 二 1,1 二 pp 二 ~, 且 0 二 no， 


f; «L6. OK sx 09 y To iac dan 
r ro Y, 
GHz X) H7 CX) )o = pH. XO) (8.2.9) 
GQ, X) ,,Q. CX) Das = Q(X) (8. 2. 10) 
C D, CD. D, CX) Das = D,,,(X) (8.2.11) 


定理 8.2.3 ix X Æ Banach Bil, 2<q<m~o,0<4r, 
s« co. 则 下 列 条 件 等 价 : 
O) 入 是 9 一 致 可 凸 空间 ; 
Gi) 存在 常数 C=C, > 0, 使 得 对 任意 X-HM f = 
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Cf. nso IMAL 

I All gat oo < Cll Fillo, co (8.2.12) 
证 明 车 r= s, 此 定理 恰好 是 Lil PM eH 6. Mr s, 
容易 选择 适当 的 0,m ,mr zer f$ (8.2.00 XI (8.2.11) 式 成 


AL. 
着 XH Tana. MIA NCC. C. 使 得 
I All we oo SG, V f Vl, oo (8.2.13) 
Il fll ite, OO < C. I fl D, OO (8. 2. 14) 
于 是 


0 


Ka fig 400, D, OO) = int. {fe agen tt WAM een 


< C, KCC C, t, f, D, Q0 D, XP 15) 
(8.2.9) X4. (8.2. 10 X 81 C8. 2. 10 RG 


| f | gH 7,s © <C | f | CH n OH M OD, 


-c(| EK isf aH " CX J H 4 w) a 
<c( (OK Gf. D, 00. D, o0») SY" 


=C|l fil (D, OO ,DA O05, 


«C | fl D, OO 
(8.2.12) 式 中 不 等 式 得 证 . 
另 一 方面 , A (8.2.12) 式 成 立 , 定义 算 子 工 如 下 : 
T:D,,,(X) —,H,CXD H TON = f 
(8.2.12) AX Au, T 4 Jt. 特别 地 ， 对 Walsh-Paley &k f = 
Guo Æ Il fll = = sup Il fill < o. JU 


- » E 1/s 
ITS I wo = (L|, (P9 cp coy 2) 


从 而 c? CP « co, a.e., BX AF q — BO A. 
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$8.3 $i Hardy 空间 与 BMO 空间 的 实 内 插 


对 于 函数 空间 ，1977 年 Hanks 给 出 了 Hardy 空间 与 BMO 
空间 的 实 内 捅 空间 护 ], 证 明了 : 


CH, s , BMO),,, = Hosa 


O« 0-1, OK<, 0< s.s oo 

BU, WFR AR, Weiss TER STRUNK. 本 节 将 之 
推广 到 Banach F JW (ah. 首先 , 无 需 正 规 性 条 件 , 给 出 HX) 
Al ,BMO;(X) 之 间 的 实 内 插 空间 . 其 次 , 在 正规 性 条 件 下 , 分别 
给 出 HCX) 与 ,BMOS(X), H,CX) 与 BMO;(X) 之 间 的 实 内 插 


空间 . 


—. pH? (XX) 与 ,BMO5 (X) Z. I8] If] Sz Vi dfi 


€H 8.3.1 X X X Banach Bi], 1 < po. #0<0< 
1.0«szoo,0 — nr, « co , Nil 
GH 7, OO ,, BMO OO )o = oH 5,00 


it 由 一 
其 中 :一 一 0 
r To 


证 明 先 , 对 任意 蒜 f= Cou 
| f | ,BMO,(X = Sup | CE, Co” CR — o; (eye | ex 


<2 |o COL. — 21 fI anoo 


则 
| f |I GH 7, CX) + ,BMO; OO 5s 
SC fll jae oo.,nz o0», = Cl FI uz, 
Ni d. det 
r ro 


= J9] -= 


RER, BATT”: f> f“” 对 给 定 的 0 二 uu 二 1, 显 
R TIP 是 拟 线性 的 , 根据 定理 5.2.1 Ad. T2? .,,H z OO >L, 
AH. 
同时 有 
三 2 = sup (CE, (o^ C^ — an? Cf)? my? 


«sup (CE, o? Cf)? — oP Cf)! ) *)* 
«sup || CE, (6? CO? — st? CO?)* )& | 


=| fill ,BMO, Qo (8.3.1) 
易 证 所 有 ,BMOZCXO 是 范 数 等 价 的 . (8. 3.1) 式 知 , 算 子 
Te: ,BMO 4(X) > L. AR. 利用 Riesz-Thorin 定理 和 Mar- 
cinkiewicz 内 捅 定理 中， 得 
TIU Rally ODO.QBMOSUAD Ju. ^ CLr s Lodos L4 


BER, 其 中 : + 1-6 


r ro 


m fE (H; Q0.,BMO;CO), His 


bsr 


Il fl pH S00 «CIlf£zl:sclfi GH? OO. ,BMO COD, 
o 
Mit, “r= sht, 定理 得 证 ， 即 


GHz (X) , BMO (X) >o = H; (X), we 


利用 


lim) 


E 复 定理 ， 得 
GH; OO ,,BMO3(X) s, 
= GH*, OD, GHz, QD ,,BMOSOD 0s 5v, 
其 中 :0 二 0., 9< 1, An= 0. (8.3.2) 式 和 推论 8.2.2, 得 
GHz, OO ,,BMO; OO Jas = GHz, OO Hz, ap XD) us 
一 ,本 (X) 
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tp, l 1 一 ?| 12h 1-07_ 1-0 k dea 
Yd To To To To T 
理 得 证 . 
根据 定理 8. 3.1 和 推论 4.3.1 及 4.3.2, 可 得 以 下 结果 : 
Eik 8.3.1 wW1l<p2,2<qe~,0<6<10<s< 
œo H. 0 < r < œ 
G) 若 X 是 思 一 致 可 光滑 空间 ， 则 
(Hz OD, BMO;OO), S,H 3.00, 工 = 工 一 
r Yo 
GD 若 和 是 9 一 致 可 凸 空间 ， 则 
E as 
T To 


ET OD, BMO; X) ys CH7 X), 
Z, pH? (X) fi,BMO; (X), H, (X) 8I BMO, ( X) fi) SX 


内 插 
W (QF (Fr) aos PO 如 道 常 定义 , 称 其 为 满足 正规 性 条 件 ， 


4 te 6 WB R> 0, 使 得 
xr x; RE XF | 92,42, 
:条 件 下 ，Long-Liule61 & 


YF E Fo nzl 
tT ,H$O00 和 H,OO 的 


在 正规 性 
实 内 插 , 证明 了: 
引 8.3.20 设 入 是 Banach 空间 » C(Q, 7, (Fn? umo 37» 满 
足 正 规 性 条 件 . #0<a, bunce.,d4uue,Q0-U0« 1,r-— a 
l<p<co, W 
(HÈ X) HÈ CX) Jos = pH X) (8.3.3) 
和 和 
(H,(X), HCX) Jys = H,4CXD (8.3.4) 
空间 ， 62.2. (7,5 uo sy) 满 


引 理 8.3.3°° 设 X 是 Banach % 


TEREZE. 
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SOK, ssorizo,i1—0,,7, zmn,0 


1 J= 
eet ee ists. Di 


ES 0 一 i Fan c=: 
r ro Yi 
(HF g OO ,HS a GO), o H$.OU (8.3.5) 
和 
[Hia (X), HI SCA), cem Tl gh Ds (8.3.6) 


定理 8.3.4 We X Æ Banach 空间 , (Q2. 7, uso tO 满足 了 
规 性 条 件 . E1<p<o, 0 <01, 0KS L, 0 <r <, 


则 
(HS CO ,,BMO$; OO), =,H8.(X), ES 


证 明 首先 , 对 任意 ABEER f= Chico A 
Il fll amos =sup || E, (S'^ CO* — SE CO?) | 


«2| SPA le = 21 fl ,nw 


引 理 中 的 (8.3.3) 式 ， 得 


I fl (Hz. ®©, BMO% OO T» 


«C I fl (Hg. OO. H$ Q0 25. 
0 


=C | f | HOD 
—0, gi H3, O0 C (HÈ (X) ,,BMOSQO ), . 


EL FH 


To 


反 过 来 ， 考 虑 算 子 了 :1 一 了 "对 给 定 的 0 二 v 去 六， 显 
然 , TW” 为 拟 线性 且 由 定理 7.1.3 40 T 7^,,Hz OO 一 工 有 
Jt. 从 而 得 


~ SCP) 


u 


43. 3 
7 


= sup(E, (S^ (pe — ) 


ET 
A 


<sup (E, (SP (^ — Sin P)  ) 


1 


«sup | (E, (SP P? — SACo*)** I = 
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= Il f Vl ,puos oo (8.3.8) 

易 证 所 有 ,BMOS(X), O<r<o) 是 范 数 等 价 的 . 根据 定理 

7.1. 3 PAY (7.1.6) 式 知 , 算 子 T 2? :5BMO7YCX) — L 有 界 . 运 

| Riesz-Thorin 定理 和 Marcinkiewicz 定理 ,并 由 TT? 的 拟 线 
性 性 质 ， 得 

T Z^, (HS CO ,,BMO;(X) ) 


一 > ( , La Jos = La 


9.s 0 


也 | LE 中 上 一 1—0 qd dé. 定理 7.1.3 H, fE 


r To 


GH? (X) ,,BMOS CXO Os AE: 
Il fl peo ec I5 1: el OHS O0 ,BMOS OO 0, 
0 


于 是 , 当 > 一 时 ,定理 得 证 ， 即 


(,HÈ (X),,BMO;(X)), 2,H2. CO, = 


Or r To 


重复 定理 得 


(HÈ CO ,,BMO$ CX) )， 
= (GH (X), GH CU BMOLTUD 5-52 

其 中 0 一 0, <1 H 05-0. FÆ. 由 (8.3.9) 式 和 引 理 8. 3. 2 

得 


(HS G0,,8MOPOD). = (H$ COW jaa 0D) 


8.5 ps 
-,H$.O0 
xp locii -$.,-1059.1-8.1 
r To To ro ro r 
所 以 r=r.. 


不 等 式 (7.1.5) 和 引 理 8.3.2 及 8.3.3. 可 得 : 
定理 8.3.5 W XÆ Banach 空间 ,(Q,9,(9F,)sso,1) 满足 正 
规 性 条 件 . 45 0-0-1.,0-sa«oo,.le«r,«e, 则 

— 195 — 


1=¢ 


ro 


(H,, 0, BMO(X)), = Hud, += 


Oss 


根据 定理 8.3.4 和 推论 4.3.1 4.3.2, 可 得 : 
推论 8.3.2  X Ab Banach 空间 ， (Q, F, {Fn} o +) 满足 正 
规 性 条 件 . Hl pu2,2«q«o9,0-0«1,.0«s«oco 
0 re, 
O F X d p 一 致 可 光滑 空间 ， 则 
(He (X), BMO,(X)),. D,H} X 


GD df X Eq 一致 可 凸 空间 ， 则 
(HÈ GO. BMO,(X)),. CH7 X) 


1_1-0 


K ro 


$ 8.4 ”内 插 空 间 的 共 思 


is Hj E pr 5 Ye wie gd m Ege. TE YR 
Hardy-Lorentz ^ [iJ (fj JE Su ^9 f] 9 HE Hardy-Lorentz 空间 . 

EH 8.4.1. WU X JE HX Banach 空间 . #1<p<%, 1< 
r- p. l<s<oco, W ,H2,CXO WH pE fi d Ho, CX^ 0, H 


中 | llis F 一 1,4 1, H X' J£ X WH gu vw 


间 . 


证 明 先 由 对 偶 定 理 ( 见 定理 8.1.32, 得 
(Ht CO HX), = (GBMOZOCO KOC) 


bss 0,5" 


其 次 ,对 任 给 1 二 rr 二 p, 存在 0 二 0 二 1 ,使 得 l/r 二 (1 一 0) + 
0/ b. 于 是 由 引 理 8. 3.2, 得 
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Hes = GHAX) HCX -Joy 
然而 ， 根据 定理 4.4.3，8.3.4 可 知 : 
K(X*) -,H5(X* ) 


得 
EH COOS = (,BMO{(X" »,,K2CX* )),, 
= GKEICX* )4,BMOSCX )) gy 
= (pHi), BMOTRXC 2)... 
=,H8 (X") 
i. d P, 1-$-92,pygl : 
其 : 一 | > 7 7 ? 于 是 | (E t 
其 中 : (1—0) Dor b qd TONO IN "ewe 
得 证 
Fie 8.4.1. WX RAK Banach 空间 , 1< p<, 1< 


r< p, 则 ,HzCX) fy st oa Ae Nd HS CX"), 其 中 P urn 1. 一 


I 
a 


+>=1,X" gEXIBISUH. 


> 


证 明 ”在 定理 8.4.1 中 令 r==s 即 得 . 
运用 定理 8.3.2 和 定理 4.4.3, 可 得 关于 ,HS,(X) 的 类 似 结论 : 
定理 8.4.2 Wt X E EL Banach 空间 , (0Q,9, (7, ) nso +p) Wh 
足 正规 性 条 件 . #1<p<%,1<r<p 1<s<%, 


HS (X) fides I HS CX"), HH +4+4+=-1,144 
P q r r 
ps ET "T— 
Is $ | = l, X 是 Xd gua RI. 


推论 8.4.2 设 XX 自 肥 Banach sl [RJ E (0.2, (9,) o p y 
足 正规 性 条 件 . #1<p<%,1<r< p, WH? WR Hee 


间 是 AHX He 中 | l, | 7 Ls LX" 是 X 的 共 
r 

He "s li. 
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uEH] 在 定理 8.4.2 HA r= 5s Hs. 
HC :在 正规 性 条 件 下 ,, 瓦 ?C(X) 等 价 于 ,H?(X) (0 — r9, T GE 
8.4.2 可 以 看 作 推 论 8.4. 1 的 推论 . 

定理 8.4.3 设 X 是 自 反 Banach 空间 ，(2,9,{( 歼 )>oyA) W 
足 正 规 性 条 件 . FL <r<2,l<s<oco, WW H, CX) ff 5 6 ^s f] 


p Pb pes eae cq. LelL-inox m xd i 


N 
r r S 


证 明 ”由 对 偶 定 理 ( 见 定理 8.1.32. 得 
和 


而 对 任意 1 二 rr 二 2, 存在 0 二 9 二 1, 使 得 1 人 = (1—0 +02, 
引 理 8.3.2. 得 


H,,,(X) = (HOO, HX) 
从 而 由 定理 5.3.3， 得 


0,s 


(H,..(X) ) = (BMO: (X*), H,(X")) 


0s 


= (H,(X"), BMO,(X" )) 


1—6,s 
= Ay (X* ) 
&plo2ca-o2gi-fS,ggRll.i gmaeu 
r 2 r 2 r r 


Ev 8.4.3 X X XE HX Banach ll, (Q, F, (9, so sy) 满 
足 正 规 性 条 件 . 1 r2. W A, CX) fy dk fe ae NÆ Ay CX"), 
1 1 


其 中 +>=1HX* Æ XØ H. 


r r 


T 


证 明 AE 8.4.3 Pr = s 即 得 . 
HC:OD 在 正规 性 条 件 下 , KEEN HIR), HP CR) 和 A, CR) 等 
tr. 然而 , 对 BBR, 空间 HX) 40, H? OO 并 不 等 价 于 H,(X). 

(2) 由 Doob 不 等 式 , “4 pr > 1 时 , HXO 等 价 于 LX, 于 是 推论 
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8.4.3 的 结论 是 平凡 的 . 


$8.5 原子 分 解 在 内 插 理 论 


|a 


中 


zn 
zi 


得 多 . 


本 节 将 运用 原子 分 解 对 上 一 节 中 的 部 分 内 插 P 
ie. 尽管 所 得 结果 与 前 面 一 样 , 但 方法 上 要 简单 
首先 运用 原子 分 解 给 出 D,(X) 黑 的 一 种 新 的 分 解 . 


| g | D, œ S 4y 
及 


IAM no « C.(] 


(A, o 


Houtt), 4 


M 
En = 2 ja" (n == 0 
k=- 


和 
> mE,a* (n> 0) 
k=M+1 
显然 fr = gath n>0 H g= f™ 
lgl o œ = lfwl D, OD X 240 


AN SEX C.5. Df. 
男 一 方面 ， 


证 明 选择 适当 的 ME Z, EWE y< 
原子 a 和 实数 列 ue CR € Z) 如 引 理 2.3.1 中 所 述 ( 见 


l/r 


2b 


;由 ce 的 定义 得 


< 4y 


的 应 用 


题 作 重新 讨 


5| 8.5.1 te X Banach 2 H H 4 A Radon-Nikodym 
PE JR, f = (Saji E D(X), y>0,0< p<. 
PRS BR g — ~~ Cg, uo 与 h= E Cha) nso 的 和 ， 使 得 


Ju) /可 分 解 为 


其 中 正常 数 C, 仅 依赖 于 7, 为 1E fn Il 的 最 小 非 负 不 减 可 料 控 


24, 记 停 时 n. 


Liu and 


[Alda X a= 39 2) GD'PCAS > 25 


k= M41 k=M+1 
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运用 Abelian 重 排 ， 得 
liigese] |, A.P 
«C| aP 
lA, my) 
定理 得 证 . 


定理 8.5.2 w X Æ Banach 空间 且 具 有 Radon-Nikodym 
性 质 , 0<O9<1,0<nH<1,0<s<co, JU 


(D, CO, D.C), = D.C, += 1.5.3) 


证 明 X f= (fuss © DOO A20 Ul fa Il 的 最 小 非 负 不 
减 可 料 控制 , 且 )- = lima. A.C) 为)- MEMEH. 令 二 一 


二 ,选择 引 理 8. 5.1 中 的 y> 0, 使 得 y ALGO 对 给 定 的 + E 
[0.1]. 对 于 y 记 其 在 引 理 8.5.1 中 被 分 解 成 的 两 个 款 为 g, Mh. 


于 是 有 


K(t, f, D, OO, D.(X)) 


<| A | p oo Ft | g | D. OO 
o 


«nu 
Dr 


8.5.1, 得 


Ih: lo, œ< c(| 


1/n 


AxdP) 


(AL, >A, 001 


Yd 


=C(| à. co de) 


l/r, 


从 而 


ae , dt 
[C I ha Io, a € 


p^ (ee (onde) ^ Sf 


1 


<c | 
0 
v^ dt 


1 t 
«c [o (LPR. cosas 
0 tjo 
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根据 Hardy 不 等 式 , 得 


LE di 
P O I illo, or Ë 
0 To t 
1 EN 
«c | S 
=C | A. lt. (8.5.4) 


进一步 有 


< c [era oy 


RI 
| (| g. | D œw) 一 
Mus (=t), 得 


1 = 
| uA Cu)! du 


0 u 


1 
| E lg, Il pw 
0 


| Ax Hà. (8.5.5) 


V/s 


<C II /om 
这 表明 D,,(X) C CD, OO. Da Xas. 
RZ, ZETA =å- WT: D, OO +L, 8 T: DaX) 
— L.C t. 从 而 
T: (D, OO, DXW), 


"5 .W f € CD, OO, D(X))o,, 从 而 

I flc = TAs lle, < Ifill co, oo. 0,0, 
这 表明 C D, CX), De Xos C DOO. T2 0 s co 时 ， 
定理 得 证 . 对 以 上 过 程 稍 加 修改 可 证 , 当 = oo 时 ,定理 仍然 成 


AL. 


> ( L, , Ey dons E Es 
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